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ПРЕДИСЛОВИЕ КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 


Книга, предлагаемая вниманию советского читателя, 
содержит прекрасный очерк проф. Ф. Рудио, излага- 
ющий в ясной и увлекательной форме основные этапы 
в постановке вопроса о точной и приблизительной 
квадратуре круга, вопроса, который, послужив одним из 
поводов к развитию методов алгебры и анализа беско- 
нечно малых, получил благодаря этим методам полное и 
окончательное разрешение около 50 лет тому назад. 

На этом очень ярком историческом примере читатель 
наглядно убедится во взаимодействии и единстве гео- 
метрии и анализа, поймет причину пресловутой 
„невозможности“ квадратуры круга, менее всего сви- 
детельствующей о бессилии математической мысли, и 
освоится с логической необходимостью и сущностью 
сходящихся бесконечных процессов. 

За вводным очерком проф. Рудио следуют четыре 
классических сочинения Архимеда, Гюйгенса, Лам- 
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берта, Лежандра, сыгравшие, каждое по-своему су- 
щественную роль в интересующей нас задаче. 

Чтение этой книги не представит особых затруд- 
нений для среднего студента наших физматов и вту- 
зов и будет содействовать развитию его математиче- 
ского вкуса и интереса к истории математики; искателей 
квадратуры круга она научит критически отнестись 
к своим „решениям“ и даст новое более плодотвор- 
ное направление их творческой мысли. 


ПрЕлисловиЕ 


Носле того как десять лет тому назад Линдеману 
удалось на основании исследований Эрмита о пока- 
зательной функции окончательно разрешить знамени- 
тую задачу о квадратуре круга, строго доказав транс- 
‘цендентность числа тп, после того как в 1885 г. 
результаты Эрмита и Линдемана были опять выве- 
дены Вейерштрассом сравнительно более простым пу- 
тем, эта замечательная задача, история которой 
охватывает четыре тысячелетия, снова привлекла внима- 
ние широкой публики. 

Теперь, когда уже сказано последнее слово, есте- 
ственно желание подвести итоги, взглянуть в глубь 
истории и отдать должное тем исследованиям, которые 
подвигали вперед решение этой решенной, наконец, 
задачи. Мне казалось поэтому своевременным выбрать 
важнейшие из них и сделать их доступными всем инте- 
ресующимся историческим развитием математики. Та- 
кими работами, сыгравшими исключительно крупную 
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роль в истории развития задачи о квадратуре круга, 
бесспорно являются прежде всего сочинения: Архиме- 
да „Ку’хЛоо цетотою“; Гюйгенса „Ое сиси! тарти- 
{те 1шуеща“; Ламберта „УоП&цНое Кепи{и155е Ёг 
Фе, $0 4е Оцадгаиг ип КесИйсаНоп 4ез Сиси$ 
зиснеп“; Лежандра „Мое ой Гоп абтопёе аце 1е гарроц 
4е |а сисошегепсе аи ЧФатёме её зоп аиатё зопё 4е$ 
потфгез игаНоппе]$“. Предлагая математической пуб- 
лике тщательный перевод этих классических сочине- 
ний, я имел различные основания надеяться на общий 
интерес. Прежде всего я могу указать на отрадное явле- 
ние возрастающего в широких кругах интереса к 
историческим исследованиям в области математики 
и на все более распространяющееся среди ученых при- 
знание важности и даже необходимости исторических 
исследований. Но трудно найти другую задачу, 
которая была бы столь же удивительно подходящей 
для того, чтоб послужить введением в изучение 
истории математики, как задача квадратуры круга, 
которая, возникнув с незапамятных времен, в течение 
веков так тесно переплелась почти со всеми математи- 
ческими теориями, что, решение ее было, наконец, дано 
лишь После того, как был пущен в ход весь могу- 
щественный арсенал современной науки. Кроме того, 
изданием этих мало распространенных сочинений 
я надеюсь оказать особую услугу преподавателям 
средних школ, ибо я не сомневаюсь, что изучение 
этих работ, и прежде всего слишком малоизвестного, 
но чрезвычайно важного, в особенности для препода- 
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вателей элементарной математики, сочинения Гюйгенса, 
должно оказать не малую услугу делу преподавания. 

В частности, мне остается сделать следующие 
замечания. Перевод архимедова „Измерения круга“ 
выполнен мной с чрезвычайно тщательно изданного 
Гейбергом! текста, в достоинствах которого я имел 
возможность, насколько это было для меня доступно, 
сам убедиться, сравнивая его с предыдущими издани- 
ями и в частности с ЕЗНо рИпсерз$ (ВазПИеае 1544). 
Само собой понятно, что я пользовался также имею- 
щимся переводом Гаубера (Наифег, ТиЫпоеп 1798) 
и Ницце (№22е, Эша зипа 1824); однако мой пере- 
вод, который специалист сейчас признаег за совер- 
шенно новый, в одном существенном пункте отличает- 
ся от названных переводов, а именно, между тем 
как Гаубер и Ницце переводят сочинение Архимеда 
на современный математический язык формул, я был 
того мнения, что подобное обращение с сочинением 
не только лишает его индивидуальной окраски, но 
и вызывает ложные представления о математическом 
языке его времени. Исходя из взгляда, что история ма- 
тематического языка и математических обозначений 
также имеет высокий интерес, я старался поэтому 
насколько возможно ближе придерживаться греческого 
текста, чтоб дать точное представление и о матема- 
тическом способе выражения Архимеда. Иначе, конеч- 
но, дело обстоит с добавочными замечаниями, кото- 
рые?, как не принадлежащие Архимеду, изложены 
на более кратком современном языке формул. Эти 
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замечания составлены на основании комментария Эвто- 
кия при помощи обработок Гаубера и Ницце, а также 
замечаний Гейберга. Они достаточны для понимания 
статьи, написанной очень сжато. В некоторых местах 
текста вставлено, кроме того, в скобках ограничение 
„приблизительно“. 

При переводе сочинения Гюйгенса „Ое сисий 
таопЦиЯте 1пуеща“ я руководился теми же взгляда- 
ми: я желал передать возможно точнее не только содер- 
жание этого сочинения, но и математический язык, 
которым пользовался его автор. Здесь также и пиэтет 
не позволил мне прибегнуть к современному мате- 
матическому языку формул, хотя таким путем можно 
было бы получить некоторые сокращения. В основу 
перевода положено издание 1724 г. Гравезанда 
(С. Л. зОгауезапае) ;СпизНат Нирпей орега уаца“. 
Незначительные недосмотры в форме опечаток или 
ошибок вычисления (как и в двух следующих статьях) 
исправлены без особых указаний. 

Статья Ламберта представляет дословную перепе- 
чатку из „Веушаре 2ит Себгаисве дег МапетайКк ип@ 
егеп Апмуеп4ипе Чигси /. Н. Гатбец, Вейш 1770* 
(7лмеНег Тей, оНе АБнап4|.). Я считал нужным со- 
хранить грамматические особенности, орфографию и 
интерпункцию Ламберта, несмотря на встречающиеся 
в ней маленькие непоследовательности. 

Наконец, при переводе заметки Лежандра я пользо- 
вался 14-м изданием „Ё6тет$ Че обошеше, ауес 
дез по{е$; раг А. М. Гесепаге“ (Райз 1855). 
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Чтоб привести эти работы в органическую связь 
между собой, я предпослал им обзор истории задачи 
о квадратуре круга от древности до наших дней. 
Эта историческая статья, составляющая почти поло- 
вину всей книги, представляет новую переработку с 
значительными добавлениями моей прежней работы, 
помещенной в 35 томе „\У1ецеЦант$зспий 4ег Маи!ог- 
эзснеп4еп Сезе1$сваЁ_ ш Дайси“. Оставляя в сторонг 
все не имеющее прямого отношения к предмету, я 
стремился не пропустить ни одного замечательного 
факта в истории измерения круга. Хотя о безусловной 
полноте, разумеется, не может быть и речи, однако я на- 
деюсь, что не пропустил ни одной более важной работы. 

Я старался, как это обусловливается отчасти са- 
мим содержанием книги, возможно больше пользо- 
ваться оригинальными источниками. Но, когда это не 
удавалось, я прибегал к прекрасным сочинениям: 

М. Сатюг, УоПезипреп Бег Фе СезсШЫсШе дег Ма- 
{Петаёк, Вапа [ ипа П (коротко цитируется „Сап- 
юг, |, И“). 

Напре, Гиг Оезсь1сЩе 4ег Матетанк ш АЦе{ит 
ипа МЩеаЦег (цитируется „НапКе|“.) 

ШоГ, НапаБисв 4ег Азиопопие, Шгег СезсшсЩе 
ца ГА&егаиг, п ге! Вапа4еп (цитируется „\о|, Г, И“). 

Из работ, специально посвященных квадратуре 
круга, я пользовался также: Мопшса, Н!Уойе 4ез 
геспегспез зиг 1а диадгаиге ди сегсе (1-е изд. 1754 г,, 
2-е изд. 1831 г.), и Рей Уотззейпапп 4е Неег, 
тезроп$10 аЧ ацаезНопет аб асадепиа Сгошигапа 
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ргорозНат: „Оешг зиссшеа ехроз1Но ргаес1риагит 
те#одогит, ацае а@ сисиЙ диадганиат  дисыи 
(Стошпоеп 1832). Кроме того, приходилось иногда 
обращаться за справками к Казмег, СезсшсВе 4ег 
МафетаНК и К/дое/, Машетайзсвез У/бцегрискН. 

Хотелось бы, чтоб этот труд был встречен благо- 
склонно; в особенности, чтоб он содействовал про- 
буждению и развитию интереса к истории математики. 
С этой целью я написал его и с этим пожеланием 
выпускаю его в свет. 


Цюрих, апрель 1892 г. 
Ф. Рудио. 


ФРУЛИО 


(ОБЗОР 
ИСТОРИИ ЗАЛАЧИ 
О КВАДРАТУРЕ, КРУГА. 


ОТ ДРЕВНОСТИ ДО НАШИХ ДНЕЙ 


ПЕРВАЯ ГЛАВА 


Общие соображения относительно задачи 
о квадратуре круга и о причинах ее популярности. 
Характеристика различных эпох, на которые 
распадается исторня этой задачи 


|. О РАЗЛИЧНЫХ ПРИЧИНАХ БОЛЬШОЙ ПОПУЛЯР- 
НОСТИ ЗАДАЧИ 


Из всех математических задач, в течение веков 
занимавших человечество, ни одна не пользовалась 
такой известностью, как задача о квадратуре круга. 

Искание квадратуры круга стало синонимом в 
высшей степени трудного, невыполнимого, а потому 
и безнадежного предприятия. Это самая древняя из 
всех математических задач, ибо история ее охватывает 
четыре тысячелетия, столько же, сколько история 
человеческой культуры. 

Вполне удовлетворительный ответ на вопрос, чем 
объясняется исключительная известность именно этой 
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отдельной математической задачи, может быть получен 
только на основании ее истории, 

В самом деле, нельзя утверждать, что рассматрива- 
емая задача, взятая сама по себе, независимо от 
других многочисленных математических вопросов, ко- 
торые присоединились к ней с течением времени, 
имеет такое большое значение для науки или ее при- 
ложений, какое ей часто приписывают мало сведущие 
люди. Можно указать гораздо более важные и в науч- 
ном и в практическом отношении задачи, история 
которых исчисляется также сотнями лет, но которые 
совершенно неизвестны широкой публике. Достаточно 
припомнить, например, теорему, открытую в 1829 г. 
женевским математиком Карлом Штурмом — эту заме- 
чательную теорему, которая для всякого алгебраического 
уравнения с вещественными коэфициентами позволяет 
точно определить число вещественных корней, содер- 
жащихся между данными пределами. 

Задача о квадратуре круга в значительной степени 
обязана своей известностью весьма простым причинам. 
Прежде всего это `— одна из весьма немногих мате- 
матических задач, которую достаточно высказать для 
того, чтобы каждому она стала тотчас понятной. Все 
знают, что такое круг и что такое квадрат. Все знают 
или по крайне мере воображают себе, что знают, что 
такое площадь ограниченой фигуры; всякому кажет- 
ся поэтому очень простой и понятной задача: начер- 
тить квадрат, которого площадь была бы точно равна 
площади данного круга. То же обстоятельство, что 
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простая, повидимому, задача оказывала самое упорное 
сопротивление усилиям выдающихся умов, издавна 
привлекало к ней как математиков, так и, еще, быть мо- 
жет более, нематематиков, для которых трудность, 
скрывающаяся в постановке вопроса оставалась в боль- 
шинстве случаев неизвестной. Таким образом с веками 
вокруг этой задачи образовался особый ореол: извест- 
ность ее росла вместе с увеличением числа неудачных 
попыток ее разрешения. 

Кроме того, в прежние времена, когда метафизика 
в большей степени владела человеческими умами, чем 
в настоящее время, с рассматриваемой задачей часто 
связывалось достопримечательное суеверие, а именно: 
было распространено мнение, что тот, кому удастся 
разрешить эту недоступную задачу, получит благо- 
даря этому возможность вообще глубже проникнуть 
в сущность взаимоогношений между явлениями. Таким 
образом, разрешение задачи сулило особые блага, 
представление о которых, не будучи особенно ясным, 
было, однако, нередко достаточным для того, чтобы 
поднять интерес к задаче о квадратуре круга на одну 
высоту с задачами о философском камне, жизненном 
элексире и тому подобных вещах. 

Наконец, была еще и третья причина, которая 
содействовала именно среди нематематиков извест- 
ности нашей задачи. 

В виду большого значения для математики и ее при- 
ложений, приписываемого многими этой задаче, было 
распространено мнение, сохранившееся и до поздней- 
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ших времен, что многие академии назначили крупные 
награды для того, кому посчастливится, наконец, раз- 
решить знаменитую задачу. Но это было горькое 
заблуждение. Уже в 1775г. Парижская академия 
(а за нею и другие), утомленная непрерывным беспо- 
койством, которое причиняли ей „квадраторы“, сде- 
лала следующее заявление: „Академия постановила 
не рассматривать отныне представляемых ей разре- 
шений задач удвоения куба, трисекции угла, квадра- 
туры круга, а также машин, долженствующих осу- 
ществить вечное движение“ (Н!5юйе 4е 1, Асадёпте 
гоуа[е, аппбе 1775, расе .61). За заявлением следовало 
объяснение, в котором Кондорсе (Соп@огсе{), тогдаш- 
ний непременный секретарь академии, излагал ясно и 
точно основания, которые привели академию к указан- 
ному решению?. Тем не менее подобные постановле- 
ния академий не уменьшали числа „квадраторов“, 
с той только разницей, что теперь к сознанию совер- 
шенного великого открытия у них присоединялось 
чувство оскорбленного тщеславия и убеждение, что 
каста математиков не воздает им должного из зависти 
или других мелких побуждений. 


2. ТОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА 
ЗАДАЧИ 


Прежде чем приступить к историческому обзору 
работ, посвященных квадратуре круга, необходимо 
вкратце напомнить, в чем собственно заключается эта 
задача. Если обозначить радиус круга через г, диаметр 
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его — через 4 ==2/, длину окружности — через и и 
площадь — через Л, то имеют место равенства: 


и = па == 21, (1) 

1 1 

—- Я —__ 2 
= п = у п ==5 Ги, (2) 


где п есть отношение, одно и то же для всех кругов, 
длины окружности к своему диаметру. С середины 
ХУШ в. известно, что п не может быть представлено 
как отношение двух целых чисел, т. е. что п есть 
иррациональное число. Разложение п в десятичную 
дробь начинается следующими цифрами: 

3, 141 592 653 589 793... 

Небесполезно указать, что нематематикам квадра- 
тура круга кажется обыкновенно невозможной потому, 
что число т не может быть дано вполне точно, а только 
приближенно. Мы впоследствии вернемся еще к этому 
вопросу и тогда выясним; в какой мере невозможность 
квадратуры круга связана с иррациональностью п. 

Из формулы (2) вытекает известная теорема, что 
площадь круга равновелика площади треугольника, 
имеющего основанием окружность, а высотой — ра- 
диус круга. Если бы возможно было, зная радиус, 
геометрическим построением получить длину окруж- 
ности, то можно было бы построить этот треу- 
гольник, который в свою очередь на основании из- 
вестных планиметрических правил было бы уже 
легко преобразовать в равновеликий ему квадрат. 
Наоборот, если бы построением был найден квадрат, 
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равновеликий данному кругу, можно было бы построить 
указанный выше треугольник, а следовательно, и 
длину окружности. 

Таким образом мы видим, что условие, необходи- 
мое и достаточное для возможности квадратуры кру- 
га, состоит в том, чтобы было возможно по данно- 
му отрезку 4 построить отрезок и — па. Чтобы сде- 
лать эту задачу вполне определенной, необходимо 
прежде всего выяснить, что мы понимаем под словом 
„построение“. 

Большинство планиметрических задач на построе- 
ние (как, например, преобразование многоугольника 
в равновеликий квадрат) может быть разрешено исклю- 
чительно при помощи комбинирования следующих 
двух элементарных задач: 

1. Провести прямую линию через две данные 
точки. 

2. Описать около данной точки окружность 
данного радиуса. 

Действительно, припоминая, например, как много- 
угольник преобразуется в равновеликий ему квадрат, 
мы видим, что это делается при помощи применения 
более простых задач, которые предполагаются решен- 
ными раньше (как, например, проведение через дан- 
ную точку прямой, параллельной данной прямой). 
Эти. задачи, в свою очередь, приводятся к еще более 
простым и т. д., пока не приходим, наконец, к ука- 
занным выше двум элементарным задачам, из много- 
кратного применения которых составляются все по- 
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строения, ведущие к решению первоначально данной 
задачи. Эти две элементарные задачи не могут уже 
быть приведены к более простым, и в планиметрии 
их считают разрешенными: первую с помощью ли- 
нейки, вторую с помощью циркуля. Ввиду того, что 
планиметрия не дает решения обеих элементарных 
задач, а предполагает его уже выполненным, эти 
задачи называют также постулатами. 

Под выражением „построить“ мы будем всегда 
подразумевать „построить при помощи только цир- 
куля и линейки“. Вопрос о возможности квадратуры 
круга заключается, таким образом, в следующем: 
возможно` ли превратить йруг в равновеликий ему 
квадрат, пользуясь исключительно двумя указан- 
ными элементарными задачами, т. е. употребляя 
только циркуль и линейку. Мы видели, что этот 
вопрос сводится к возможности построить отрезок 
па по данному отрезку 4, понимая слово „построить“ 
в указанном выше смысле. 


3. ХАРАКТЕРИСТИКА РАЗЛИЧНЫХ ЭПОХ, НА КОТО- 
РЫЕ МОЖНО РАЗДЕЛИТЬ ИСТОРИЮ КВАДРАТУРЫ 
КРУГА 


Приступая к краткому обзору истории развития 
задачи о квадратуре круга с древнейших времен до 
1882 г., когда был дан окончательный ответ на по- 
ставленный выше вопрос, следует заметить, что к ука- 
занной в предыдущем параграфе точной постановке 
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вопроса пришли, конечно, не сразу, а постепенно, 
в Течение столетий. В дальнейшем нам нельзя будет 
ограничиться рассмотрением только математических 
работ, которые имели непосредственной задачей ква- 
дратуру круга. 

В виду тесной связи между квадратурой круга и 
определением длины окружности нам надо будет уделить 
одинаковое внимание всем важнейшим работам, отно- 
сящимся к вычислению числа п и измерению круга. 

Оставляя в стороне факты, лишенные действитель- 
ного научного интереса и поэтому не имеющие с на- 
шей точки зрения значения, мы приходим к естествен- 
ному делению истории нашей задачи на три периода, 
явно отличающихся друг от друга по содержанию. 

Первый период начинается с зарождения самой 
математики и тянется до открытия диференциально- 
го и интегрального исчислений, т. е. до второй по- 
ловины ХУП в. 

В этот период центральное место в научных иссле- 
дованиях, относящихся к нашей задаче, занимает 
приближенное решение задачи о квалратуре круга 
посредством геометрических соображений, главным об- 
разом, даже почти исключительно, с помощью свойств 
вписанных и описанных многоугольников — иначе 
говоря, метод истощения, которому основание положи- 
ли греческие математики. Архимед и Гюйгенс — наи- 
более крупные представители этого периода: первый 
из них математически обосновал метод вписанных и 
описанных многоугольников; второй довел этот метод 
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до той степени совершенства, которая может быть 
осуществлена с помощью элементарных приемов. 

Второй период, начинаясь с открытия диференци- 
ального и интегрального исчислений, заканчивается 
в 1766 г. с появлением основного сочинения Ламберта. 
Этот период продолжался всего одно столетие, но это 
был век Ньютона, Лейбница, братьев Бернулли и 
Леонарда Эйлера! На место геометрического метода 
древних лоявляются мощные приемы построенного 
ими анализа, который, хотя и коренился, в сущности, 
в методе истощения, однако, дал задаче о квадратуре 
совершенно иной вид и для исследований, относящихся 
к ней, открыл совершенно новые, неожиданные пути. 

В первом периоде речь шла преимущественно 
о том, чтобы вычислить возможно точнее число п, т. е. 
осуществить с каким угодно приближением квадра- 
туру круга, и эта задача была разрешена; во втором 
периоде исключительное значение получает суще- 
ственно теоретический вопрос об отыскании для чис- 
ла п аналитических выражений, содержащих беско- 
нечный ряд операций. 

В противоположность этим двум периодам, третий 
период можно назвать критическим. Здесь речь идет 
уже не о величине или аналитическом выражении 
числа п, как это было раньше, но, главным образом, 
о природе этого замечательного числа, т. е. о том, 
является ли оно числом рациональным или иррацио- 
нальным, алгебраическим или трансцендентным. После 
того как в 1766 г. Ламберт дал первое доказательство 
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иррациональности числа п; а Лежандр усовершен- 
ствовал и обобщил это доказательство, в ХХ в. по- 
явились работы, которые привели к окончательному 
разрешению вопроса о квадратуре круга, — работы 
Лиувилля, Эрмита, Линдемана и Вейерштрасса. 


ВТОРАЯ ГЛАВА 


Первый период — С древнейших времен до открытия 
диференциального и интегрального исчислений 


4. ЕГИПТЯНЕ И ВАВИЛОНЯНЕ 


Первые сведения о квадратуре круга мы находим 
в учебнике математики древних египтян, папирусе 
Ринда (переведенном Авг. Эйзенлором в 1877 г.), 
составленном писцом короля Раауса Ахмесом в про- 
межутке между 2000 и 1700 гг. до н. э. по образ- 
пу, как сказано в книге, „древних письмен, относя- 
щихся ко времени короля Раенмата“, которые, таким 
образом, во всяком случае на несколько столетий: 
старше папируса Ринда“. 

В папирусе без всякого обоснования дано прави- 
ло для определения площади круга; она равна пло- 
щади квадрата, сторона которого равна диаметру 
круга, уменьшенному на - своей длины. Чтоб соста- 
вить себе понятие о точности этого правила, которым 
в Египте продолжали пользоваться и в позднейшие 


времена, достаточно сравнить величину (5 ) 42 = ата 


1 
и величину --п4?, откуда для т получается прибли- 
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256 
женное значение = —3,1604..., обладающее по- 


рядочной точностью. 

Вавилонянам принадлежит открытие, что радиус 
шесть раз помещается в окружности в качестве хор- 
ды; открытие это стоит в связи с тем, что вави- 
лоняне разделили год на 360 дней и сообразно этому 
круг (видимую орбиту солнца) на 360 градусов. Де- 
ление круга на шесть частей легко привело к пер- 
вому, еще очень неточному спрямлению окружности, 
а именно к допущению, что окружность равна 
шесть раз взятому радиусу или утроенному диаметру. 
Получаемое из этого допущения значение п=3 
показывает, насколько это воззрение уступает в точ- 
ности египетскому воззрению, дающему значение 
г = 3,1604... 

Вавилонское спрямление окружности встречается 
также в различных местах библии, например (в пер- 
вой „Книге царей“— 7,23 и второй „Книге парали- 
поменон“ — 42), при описании большого бассейна, 
который под названием. „медного моря“ украшал 
храм, построенный Соломоном между 1014 и 1007 гг. 
Там сказано: „и’он сделал литое море в 10 локтей 
от края до края, в 5 локтей высоты и шнурок 
в 30 локтей охватывал его“. Воззрение, что длина 
окружности втрое больше диаметра, сохранялось еще в 
течение многих веков и находит также свое выра- 
жение в Талмуде в следующем предложении: „то, что 
имеет три ладони в окружности, имеет одну ладонь 
ширины“ 5. 
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Мы не знаем, занимались ли квадратурой круга 
древнейшие греческие математики, Фалес из Милета 
(живший приблизительно 640 — 548) и „отец ма- 
тематики“ Пифагор из Самоса (живший приблизи- 
тельно 580 — 500); во всяком случае несомненно, что 
оба они были в Египте и геометрию египтян перене- 
сли в Грецию. Таково было мнение древнегрече- 
ского мира. 

Первые следы задачи о квадратуре круга мы 
встречаем на греческой почве лишь в \У в. до н. э. 
Анаксагор из Клазомен (500—428), по свидетельству 
Плутарха (в сочинении „Ое ехШо“, гл. 17), находясь 
в 434 г. в тюрьме, отгонял печаль заключения мате- 
матическими размышлениями и „начертал квадратуру 
круга“. Весьма вероятно, что Анаксагор, который, 
впрочем, по свидетельству Платона был выдающимся 
математиком, построил — по образцу египетской квад- 
ратуры — квадрат, приблизительно равновеликий кру- 
гу, и полагал, что разрешил эту задачу вполне точно. 
Во всяком случае с тех пор эта задача уже не 
сходила со сцены. 

В 420 г. математик Гиппий из Элиды изобрел кри- 
вую, которая могла служить для двоякой цели, а 
именно — для трисекции угла и для квадратуры кру- 
га. Это была трансцендентная линия, известная под 
именем „тЕТоогуюукоуса“ или квадратрисы. Эта линия, 
как впоследствии показал Динострат (во второй по- 
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ловине [\ в.), действительно решает задачу о спрям- 
лении круга, но Так как она сама не может быть 
построена при помощи циркуля и линейки, то она 
не дает решения в смысле, установленном в 
первой главеб. 

Мы могли бы обойти молчанием софистов, кото- 
рые также Занимались задачей о квадратуре круга и 
из которых некоторые зашли так далеко в своей бол- 
товне, что поставили квадратуру круга в зависимость 
от „циклических квадратов“, т. е. чисел, оканчиваю- 
щихся той же цифрой, что и их квадратный корень 
(например, 25—52; 36 = 62); но и в числе софистов 
было два современника Сократа (469—399), Антифон и 
Бризон, которые в высшей степени заслуживают 
нашего внимания. 

Антифон рассуждал следующим образом: если мы 
впишем в круг квадрат, потом правильный восьми- 
угольник, шестнадцатиугольник и т. д., пока, таким 
образом, не будет исчерпан весь круг, то мы придем, 
наконец, к многоугольнику, который вследствие ма- 
лости своих сторон совпадет с кругом. Но так как 
можно построить квадрат, равновеликий всякому 
многоугольнику, а круг заменен равновеликим много- 
угольником, то, следовательно, возможно построить 
квадрат, равновеликий данному кругу”. Если Антифон 
и упустил из виду, что, рассуждая таким образом, 
можно достигнугь только приближенной квадратуры, 
тем не менее „он первый стал на совершенно пра- 
вильный путь и пытался определить площадь криво- 
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линейной фигуры, исчерпывая ее (ехнаийге) с помощью 
многоугольников с постоянно увеличивающимся чис- 
лом сторон8“. 

Бризон? пошел еще дальше Антифона, присоединив 
к вписанным многоугольникам описанные и введя, 
таким образом, в математику понятие о нижней и 
верхней границе. 

Среди математиков, которые до Архимеда успешно 
занимались задачей о квадратуре круга, выдающееся 
место занимает Гиппократ из Хиоса. Этот ученый, 
живший во второй половине У в. в Афинах и читав- 
ший там лекции по геометрии, составил первый учеб- 
ник элементарной геометрии. Кроме того, мы обя- 
заны ему первым доказательством предложения, что 
площадь круга пропорциональна квадрату его диа- 
метра и, наконец, он же дал первый пример дей- 
ствительной квадратуры площадей, ограниченных 
кривыми линиями. Эти лунообразные площади (мени- 
ски) известны из элементов геометрии под именем 
„гиппократовых луночек“. При помощи таких „луно- 
чек“ Гиппократ старался найти квадратуру круга, но 
этого, конечно, он не мог достигнуть!0. 

Несмотря на попытки всех вышеназванных геоме- 
тров, о действительно научной постановке задачи 
квадратуры круга еще не могло быть речи11. За исклю- 
чением египетского правила, ничего кроме намеков, 
планов и предположений не было дано. 

Математиком, который впервые поставил задачу 
измерение круга на вполне научную почву, был вели- 
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чайший математик древности Архимед из Сиракуз 
(он родился в 287 г. в Сиракузах и был убит рим- 
ским солдатом в 212 г. при завоевании его родного 
города Марцеллом)!2. В своем неоценимом основном 
сочинении „Измерение круга“ (хохАои метру) Архи- 
мед доказывает следующие три предложения: 


1. Каждый круг равновелик прямоугольному тре- 
угольнику, которого один катет равен радиусу, а 
другой — равен выпрямленной окружности круга. 

2. Площадь круга относится к квадрату его диаметра 
(приблизительно), как 11 к 14. 


3. Длина окружности превышает тройной диаметр 
меньше чем ка одну седьмую, но больше чем на десять 
семьдесят первых частей диаметра. 

Так как это сочинение в настоящей книге приве- 
дено полностью, то здесь мы можем ограничиться 
лишь краткой его характеристикой. Первое предло- 
жение Архимед доказывает кобвенно, а именно: рас- 
сматривая вписанные и описанные многоугольники 
с достаточно большим числом сторон, он приводит 
к противоречию допущение, что площадь круга мень- 
ше или больше площади указанного треугольника. 
Второе предложение основано на третьем, которое 
представляет, без сомнения, одно из замечательнейших 
математических открытий древности. Архимед после- 
довательно определяет стороны описанных шестиуголь- 
ника, двенадцатиугольника, двадцатичетырехугольника, 
сорокавосьмиугольника и — девяностошестиугольни- 
као выраженные с помощью диаметра, а именно, 
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с тонким математическим чутьем он дает, лля опре- 
деляемого лишь приближенно отношения диаметра 
к стороне вписанного многоугольника, всегда несколь- 
ко меньшее значение для того, чтобы получить для 
его периметра и, тем более, для длины окружности 
верную верхнюю границу. Вычисления, выполняемые 
при этом Архимедом, тем более достойны нашего 
удивления, что необходимые многократные извлечения 
квадратных корней, в эпоху, когда индийская система 
счисления и десятичные дроби были еще не известны, 
представляла трудности, о которых в настоящее 
время лишь с трудом можно себе составить предста- 
вление. 

Чтобы найти нижнюю границу отношения длины 
окружности к диаметру, Архимед пользовался соот- 
ветствующими вписанными многоугольниками, начиная 
от шестиугольника и кончая девяностошестиугольни- 
ком. При этих вычислениях Архимед с той же со- 
знательной уверенностью берет встречающиеся ква- 
дратные корни всякий раз так, чтобы получить для 
соответствующих сторон многоугольника немного мень- 
шие значения. Таким образом он получает для пери- 
метра вписанного многоугольника, а следовательно, 
тем более для окружности верную нижнюю границу?3. 

Хотя верхняя граница 3— для числа п, найденная 
Архимедом, не столь близка к действительному 


10 
значению тп, как нижняя граница 3$ -- (а именно, 


31 =3,14285... ж=3,14159...;З 1 = 3,14084...), 
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но в виду большой простоты ею пользуются часто 
и теперь, когда требуется средняя точность. 

Созданный Архимедом метод вычисления длины 
окружности посредством вписанных и описанных много- 
угольников играл руководящую роль вплоть до от- 
крытия диференциального и интегрального исчислений, 
т. е. почти 2000 лет. 

Из позднейших греческих математиков, которые, 
как, например, Герон из Александрии (100 г. до н. э.), 
пользовались для отношения окружности к диаметру, 
то значением 3, то даже более простым (вавилон- 
ским) числом 3, здесь уместно упомянуть еще Гип- 
парха, „отца астрономии“ (жившего приблизительно 
180 — 125 гг. до н. э.), составившего первую, к со- 
жалению, не дошедшую до нас таблицу хорд и явля- 
ющегося, таким образом, основателем тесно связан- 
ной с измерением круга тригонометрии, и великого 
Клавдия Птолемея (жившего приблизительно от 87 до 
165 г. н. э.)14. То, что было начато первым, вто- 
рой довел до конца. Исходя из теоремы о вписан- 
ном четырехугольнике, носящей его имя, по которой 
произведение диагоналей вписанного четырехугольни- 
ка равно сумме произведений его противоположных 
сторон, и пользуясь некоторыми известными хордами, 
а именно, сторонами правильных треугольников, че- 
тырехугольников, пятиугольников, шестиугольников 
и десятиугольников, Птолемей вычислил в своем 
бессмертном сочинении „леухЛу) суута&с“ (большое 
собрание) таблицу хорд, по которой можно было 
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найти хорды всех дуг полуокружности. Он создал, 
таким образом, „для астрономических надобностей 
столь совершенную тригонометрию, что в течение 
более тысячелетия она не была превзойдена и гос- 
подствовала в науке не в меньшей мере, но с боль- 
шим успехом, чем известное под именем „птолемеевой 
системы мира“!5 учение о движении светил“. 

Имя Птолемея заслуживает внимания и в непосред- 
ственной связи с задачей о квадратуре круга, так как 
он первый пользуется более точным значением для 
числа п, чем найденное Архимедом: в рдтолемеевой 
шестидесятиричной системг значение п, выражается! 8 


числом 3.8'30”, т.е. Зи 5 и 5 или = 3,14166... 


6. РИМЛЯНЕ, ИНДУСЫ, КИТАЙЦЫ 


О римлянах нам упоминать почти не приходится 
так как они ни в каком отношении не подвинули 
вперед решения задачи измерения круга. Народу, так 
мало расположенному к научным математическим размы- 
шлениям, как римляне, было вмолне достаточно для 
практических надобностей имевшихся в то время 
приближенных значений п. Что даже эти прибли- 
жения, а именно архимедово приближение З-, 
не пользовались большой известностью, доказывается 
тем, что известный архитектор Витрувий (живший 
около 14 г. до н. 3.) пользовался значительно ме- 
нее точным, хотя и более удобным значением 
3 з=3,125. 
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Совершенно иное место в математике занимают ин- 


дусы?7. Арьябхатта (АтуаБнана; родился в 476 г. 


62332 __ 
н. э.) уже знал для числа к значение 5о0об = 3,1416. 


3927 
То же значение в виде дроби :555- мы находим и у 


Бхаскара (ВВАЗКага родился в 1114г. н. э.) в сочине- 
нии „о Адпащаспотап!“ („Венец астрономической си- 
стемы“), а именно в главе „ГЛАуаН“ (прекрасная), 
трактующей об арифметике, где указанное число он 
называет „точным“ в противоположность „неточному“ 
значению 3 т. 

Комментатор Бхаскара Ганеса (Сапеса) сообщает, как 
было получено это, действительно поразительно точ- 
ное значение. 

При помощи формулы 


52и = И-_,У® 5, 
дающей сторону $,, вписанного 2п-угольника, если 
известна сторона 5, вписанного п-угольника и радиус /, 
последовательно определялись периметры многоугольни- 
ков о 12, 24, 48, 96, 192 и 384 сторонах. Если 
положим диаметр круга равным 100, то для перимегра 
384-угольника получается, таким образом, значение 


и 98694, которое действительно приводит к числу 
Арьябхатты. 

Весьма замечательное значение, чисто индусского 
происхождения, мы находим у математика Брахмагупта 
(Вгаптасир; родился в 598 г. н. э.): именно он 
дает как грубое приближение п — 3, а как более точное, 
3* 
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п=У 10. Ганкель предлагает следующее объяснение 
происхождения этого весьма замечательного значения: 
„В древности, когда большие вычисления, особенно из- 
влечение корней, представляли большие трудности 
и неудобства, было замечено, что периметры 12-, 49-, 
48-, 96-угольников при диаметре, равном 10, 
соответственно выражаются возрастающим рядом чисел 


/955, УГ У986, Изв 
окружность круга была бы найдена, если бы в этом 


возрастающем ряду двигаться вперед бесконечно: при 
этом число под знаком корня будет все более при- 


ближаться к значению 1000 и потому И 1000 можно 
приближенно рассматривать как окружность“18. 
Наконец, в связи с задачей о квадратуре круга, 
следует также отметитъ очень счастливое и чреватсе 
последствиями нововведение, сделанное индусами в 
тригонометрии. Именно, в — противоположность 
грекам, они пользовались в своих вычислениях не 
хордами, стягивающими данные дуги, а полухордами, 
которые они связывали с полудугами, т. е. вместо 
хорд рассматривали синусы и древние таблицы хорд 
они заменили таблицами синусов. Бхаскара пошел 
так далеко в этом направлении, что с помощью 


данных им формул: 
10 6568 
$11 1° = —— И С0$ 19° —=—, 
573 6569 
точность которых превышает несколько десятимилли- 
онных и, следовательно, значительно превосходит 
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точность птолемеевых, показал!9, как составляется 
таблица синусов дуг от 1° до 15. 

У китайцев, которые утверждают, что все науки 
ведут свое начало из Китая, откуда они издавна пе- 
решли к иностранцам, на родине же они будто бы 
заглохли вследствие сожжения всех книг по приказа- 
нию тирана Ши-хоанг-ти (Зс-Нойп-4) в 212 г. до 
н. э. 20, мы находим в древнейшие времена исключи- 
тельно вавилонское значение п —3. Только живший 
в \ТГ в. н, э. писатель Цу-тчунг-тче (Т5и-{сНипо’-4{5сВе) 


22 
упоминает более точное отношение =- и приблизи- 


тельно в то же время Лиу-вуй (Ги-п\уиу) пользуется 


157 
странным значепием 50} несколько менее точным, чем 


22 
-. Таким образом об осуществлении кигайцами какого- 


нибудь прогресса в интересующем нас вопросе не 
может быть и речи?\, 


7. АРАБЫ И ХРИСТИАНСКИЕ НАРОДЫ В ДРЕВНИЕ 
ВЕКА 


Напротив, чрезвычайного внимания заслуживают 
математические труды арабов; значение этого народа 
заключается не столько в его оригинальных работах, 
хотя и в этом смысле можно отметить не одно выда- 
ющееся сочинение, сколько в общекультурной роли, 
которую он сыграл. Ведь христианские народы За- 
падной Европы своим первым знакомством с матема- 
тической культурой греков и индусов обязаны в 
значительной мере именно арабам. 
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Едва воздвигалось великое арабское государство 
и арабский язык стал литературным, как началась 
преимущественно во времена калифов Гарун Арра- 
шида (Нагап АпазсН14) и Альмамуна (Аптпашт@п), 
плодотворная работа переводчиков, благодаря которой 
много ценных произведений было спасено от гибели. 

Первыми сочинениями по математике, которые были 
переведены с греческого на арабский, были „буутайс“ 
Птолемея, „Элементы“ Эвклида, „Конические сечения“ 
Аполлония и— что для нас здесь наиболее важно — 
работы Архимеда об измерении круга, о шаре и цилин- 
дре. При этом сочинение Птолемея получило еще и 
теперь употребительное название „Альмагест“ (А|та- 
сез{), происшедшее от соединения арабского члена 
„а!“ с греческой превосходной степенью дети В КОТО- 
рую с течением времени обратилось и`/а/л) (суутак). 

Но в такой же мере арабы, государство которых 
простиралось до Инда, сумели усвоить с помощью 
переводов и сочинения индусских математиков. Дей- 
ствительно, у старейшего и крупнейшего арабского 
математика Мухаммеда ибн Муса Альхуаризми (Миват- 
шей п Маза АШй\а2т1 — от его имени произошло 
слово „алгорифм“), жившего в начале |Х в. при 
калифе Альмамуне, мы находим наряду с греческим 


числом 3 т) которое Альхуаризми указывает как упо- 


требительное в практике, также индусские значения 


— 62832 
для п, а именно и 10 И 50006’ Индусское происхож- 


дение которых вполне определенно отмечается авто- 
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ром??. Но в арабской литературе мы встречаем также 
отдельное сочинение о квадратуре круга. Это — 
сохранившееся в Ватиканском кодексе сочинение?3 
математика ибн Альхайтама (1п А!спаНат родился 
в Аль Басра, переселился в Египет и умер в 1038 г.), 
относительно которого можно выразить сожаление, что 
оно до сих пор еще никем не исследовано, между тем 
как это — первое известное нам со времени Архимеда 
сочинение с таким заглавием и, судя по имени автора, 
следует ожидать найти в нем интересные попытки по- 
дойти возможно ближе к площади круга?“. 

Мы должны здесь также отметить, что именно 
Альхуаризми познакомил своих современников с Ин- 
дийской системой счисления, которую впоследствии, 
в начале ХШ в., позаимствовали у арабов и западные 
народы. В этом отнощении крупную роль сыграл, 
безусловно, ‘самый выдающийся из христианских ма- 
тематиков средних веков, великий Леонардо Пизан- 
ский (Фибоначчи). Как можно было бы выполнить 
например, лудольфово вычисление чисел п, если бы 
не была известна индийская система счисления 25. 

Наконец, ‚остается упомянуть о значительных успе- 
хах арабов в тригонометрии. Под влияиием гониомет- 
рических работ индусов Альбаттани (АШАНат, назы- 
ваемый переводчиками Афае2и$) между 878 и 918 гг. 
составил первую таблицу котангенсов цля астро- 
номических измерений. Он наблюдал длину тени, бро- 
саемой вертикальным шестом 7 на горизонтальную 
поверхность. Обозначая через ф высоту солнца, имеем 
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[== то . При г==12 Альбаттани вычислил длину 
[ тени (нафта гесЁа), соответствующей $ — 1°, 23, 3°,..., 
и составил, таким образом, таблицу, из которой он мог 
обратно по длине тени / определять высоту $ солнца. 

Следующий важный шаг был сделан ученым Абуль 
Уафа (АБ! \ай; родился в 940 г.). Вместо „итЬга 
теста“, т. е. горизонтальной тени от вертикального 
шеста, он ввел так называемую „ишЬбга уегза“, а 
именно стал рассматривать тень /, падающую от го- 
ризонтального шеста г на вертикальную стену, к ко- 
пФ 
С0$ 
первый ввел в тригонэметрию тангенсы и вычислил 
таблицу тангенсов при г —= 60. При этом он так 
определяет новую функцию: „итЬга“ дуги есть линия, 
проведенная параллельно синусу из начала дуги в про- 
межутке между этим началом дуги и проведенной из 
центра круга к концу дуги линией... Так что итЬта 
есть половина касательной двойной дуги, которая 
содержится между двумя прямыми, проведенными из 
центра круга к концам двойной дуги“. Затем он легко 
находит Также все зависимости между функциями 
$ Ф, с05ф, ЮФ, сю $, зес ф, созес ф 26. 

Из остальных арабских математиков, которые 
содействовали развитию тригонометрии, нужно упо- 
мянуть еще об ученом Ибн Юнус из Каира (п [пц$; 
умер в 1008 г.) и в особенности о жившем в Севилье 
в ХГв. астрономе Ибн Афлах (п АНаН, иначе 
СеЪег), который впервые нашел основную формулу 


торой он прикреплен [= . Таким образом, он 
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с0$ В—<0$ В шт а для прямоугольного сферического тре- 
угольника, носящую его имя (теорема Гебера), и сверх 
того отличается от остальных арабских астрономов 
тем, что давал полные доказательства устанавливаемых 
им предложений 77. 

Переходя теперь к истории христианских народов 
в средние века, мы можем обойти молчанием время 
от переселения народов до конца Х в. За это время 
не только задача квадратуры круга не подвинулась 
вперед, но вообще в это время у христианских на- 
родов Запада почти не было речи о каких бы то ни 
было математических исследованиях. Культура того 
времени была по существу латинская, поэтому и мате- 
матические знания зависели исключительно от весьма 
ограниченного, как мы видели, математического обра- 
зования римлян. Только после неутомимо деятельного 
Герберта, этого „восстановителя науки“ (герагаюг 
зи Ч1огит) 27“, обнаруживает, хотя первое время лишь 
очень медлигельный, расцвет математических занятий. 
Вскоре после его смерти мы впервые встречаемся 
с задачей о квадратуре круга на христианской почве: 
Франк из Люттиха написал (между 1036 и 1055 гг.) 
шеститомный труд о квадратуре круга, который он 
посвятил кельнскому архиепископу Германну П;} это 
произведение недавно переиздано Винтербергом 28. 

Научная жизнь несколько оживилась в ХИ и ХШ вв., 
когда представители латинского “образования начали 
посещать высшие школы в Толедо, Севилье, Кордове 
и Гренаде для ознакомления с греческими классиками 
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которых они переводили с арабского на латинский 
язык. Так, например, Герард из Кремоны перевел 
в 1175 г. Альмагест и алгебру Альхуаризми, Ателард 
из Бата — „Элементы“ Эвклида и астрономические 
работы Альхуаризми, Платон из Тиволи — сочинения 
Альбаттани и т. д. Перевод Платона из Тиволи осо- 
бенно интересен еще в том отношении, что мы здесь 
впервые находим термин „синус“ в его тригономет- 
рическом смысле. Объяснение происхождения этого 
выражения следующее. Хорда дуги у индусов назы- 
валась „]уа“ (джиа) или „1уа“ (джива), оба эти слова 
обозначали также тетиву охотничьего лука. Половина 
же хорды, т. е. линия, которая потом получила назва- 
ние синус, называлась сообразно с этим „лагана“ 
(джиардха) или „агАна]уй“ (ардхаджия); но так как 
индусы вообще, как мы знаем, пользовались только 
полухордами, то с течением времени и полухорду 
стали называть, для краткости, \уа. Эго название пе- 
решло к арабам, которые, сообразно со своим произно- 
шением, писали его 5с№Фа (джиба). Это слово на 
арабском языке не имеет никакого смысла, но те же 
согласные, посредством которых оно пишется по-араб- 
ски29, составляют также и слово „джайб“, означаю- 
щее залив. Это последнее чтение слова с течением 
времени стало обычным, так что Платон из Тиволи 
совершенно правильно перевел слово „джайб“ словом 
$11и$, которое затем было принято всеми39. 

Первые более точные данные о числе п находим 
у Леонардо Пизанского, которого мы уже раньше 
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назвали самым выдающимся математиком христиан- 
ского средневековья. Он родился в Пизе в конце 
ХИ в. и был сыном писца Боначчи (Вопасс!). После 
продолжительных путешествий в Египет, Сирию, Гре- 
цию и Прованс возвратился и в 1202 г. написал свое 
знаменитое сочинение „Г4Ъег АБас!“. Друг императора 
Фридриха, который привлек его в Пизе к своему бле- 
стящему двору, он умер в 1228 г. Сочинение его, 
которое непосредственно нас интересует, носит назва- 
ние „РгасНса сеотешае“ и было написано в 1220 г. 
В этой работе Леонардо излагает, между прочим, 
спрямление окружности по способу вписанных и опи- 
санных многоугольников значительно более коротким 
путем, чем Архимед. Он останавливается также на 
96-угольнике, но находит более тесные границы для п 


31407. 3,1410, 
4581 458 4 


чем данные Архимедом: 


37 =3/428... и з7; = 3,1408... 


71 
Леонардо берет среднее арифметическое этих границ. 
3,1418... м 
458 3 


8. ЭПОХА ВОЗРОЖДЕНИЯ 


Леонардо называют блестящим метеором, который 
промелькнул и снова исчез. В частности, если остановим 
наше внимание на квадратуре круга, то спрямление, 
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выполненное Леонардо, представится нам, как особен- 
ная точка в развитии этой задачи. Действительно 
нам нечего сказать о следующих после него двух 
веках, если оставить без внимания схоластическую 
болтовню. Ведь даже такие люди, как Иоанн Кампан из 
Наварры (Тофаппез Сатрапиз; во второй половине ХШ в.) 
и Альберт Саксонский (умер в 1390 г.) считали зна- 


1 
чениет =3З не приближенным, а совершенно 


точным33, 

Далее, наше внимание привлекает опять выдаю- 
щийся астроном и деятельный гуманист венского 
университета (основанного в 1365 г.) Георг Пейер- 
бах (1423—1461). Он был прекрасно знаком со все- 
ми предшествовавшими ему исследованиями по изме- 
рению «рута, знал найденные Архимедом границы для 


т 3— с изг т. ‚ знал Также, что Птолемей пользо- 


371 


вался значением 120 


и что индусы нашли значения 


‘62832 
п=У10и 00 ПРи этом Пейербах вполне отда- 


вал себе отчет в том, что все это лишь приближен- 
ные значения, и сомневался в возможности вообще 
найти точную величину отношения длины окружности 
к диаметру. Но важнее косвенное участие Пейербаха 
в развитии интересующей нас задачи, выразившееся 
в разработке вспомогательных средств тригонометрии. 
Точность арабских таблиц его не удовлетворяла, по- 
этому он составил3* новую таблицу синусов, для дуг 
от 10’до 10', полагая радиус круга равным 60000. 
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Оживлению интереса к задаче о квадратуре круга 
значительно содействовал Николай — Кузанский35 
(1401—1464). Между 1450 и 1460 г. он посвятил 
несколько работ аркуфикации прямой, а именно, он 
поставил себе задачу, исходя из данного равносто- 
роннего треугольника, постепенно переходить к пра- 
вильным многоугольникам того же периметра, но 
большего числа сторон, чтобы в конце концов притти 
к кругу того же периметра, радиус которого нужно 
было бы тогда определить. В одном письме к изве- 
стному врачу и естествоиспытателю Паоло Тоска- 
нелли (Рао!о ТозсапеШ) он сообщает точное, по 
его мнению, решение этой задачи. Даваемое им пост- 
роение, разумеется, правильно только с приближени- 
ем; тем че менее точность его довольно значительна, 
так как вычисление значения п, отвечающего этому 
построению, дает 3,1423..., в то время как 
37 =3,1428 ... Гораздо менее точны самые квадра- 
туры и спрямления, которые ученый опубликовал. 
Уже в 1464 г. Региомонтан (Кес1отоп{апиз) в поле- 
мическом сочинении36 против Кузы показывает, что 
значения п, которые лежат в основании этих работ, 
не содержатся даже между границами, указанными 
Архимедом, и замечает не без легкой иронии, что он 
готов признать доказательства Кузы философскими 
но не может признать их математическими?7. 

Региомонтанз8 (Иоанн Мюллер, родился в 1436 г. 
во франкском городке Кёнигсберге и умер в Риме 
в 1476 г.), „наиболее деятельный реформатор точных 
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наук в пятнадцатом столетии“, сыграл столь крупную 
роль в истории математики и особенно в истории 
тригонометрии, которую он впервые превратил в само- 
стоятельную науку, что нам необходимо сказать о нем 
несколько слов. 

Он показал впервые (в сочинении „Ое {папяи!1$“), 
что по трем углам сферического треугольника можно 
вычислить три стороны его; кроме того, он значи- 
тельно подвинул вперед решение задачи, которую 
поставил себе уже учитель и друг его Пейербах, а 
именно вычисление точных таблиц синусов углов, 
содержащих целое число минут, при этом он сначала 
выбрал радиус равным 600000, а затем 10000 000, 
перейдя, таким образом, впервые от шестидесятич- 
ной системы к десятичной. Но кроме этих таблиц 
синусов Региомонтан вычислил также еще таблицу 
тангенсов от 1? до 15, в которой он также вполне 
сознательно с целью усовершенствования положил в 
основание десятичную систему вместо шестидесятич- 
ной и принял радиус равным 100000. Эта „Та фща 
оесипда“ — как назвал Региомонтан свою таблицу 
тангенсов — тем более вызывает наше удивление, что 
Региомонтан, как и его современники, не был знаком с 
работами Альбаттани и Абуль Уафа, так что он, как бы 
вторично, открыл и ввел в тригонометрию тангенсы, 
которые на этот раз уже прочно в ней утвердились. 

Дальнейший прогресс после Пейербаха и Регимон- 
тана как в теории тригонометрии, так и в составле- 
нии более обширных и Точных таблиц осуществили 
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КоперникЗ? (Коррегикиз, 1473—1543), который ввел 
в науку понятие „секанс“, Ретикус (КБаНси$, 1514— 
1576 — друг и ученик Коперника), Питискус (Р1#$сиз, 
1561—1613), Юст Бюрги (1003 Вйге1, 1552—1632)— 
составитель первой логарифмической таблицы и Непер 
(Марег, 1550—1617), который независимо от Бюрги 
и почти одновременно с ним открыл логарифмы; тео- 
рию и практику логарифмических вычислений, затем 
разработали Бриггс (ВИео$, 1556—1630), Влак (\У1асц, 
1600—1667) и Иоанн Кеплер (опаппе Ке р]ег, 1571— 
1630). Мы ограничимся лишь этими краткими указа- 
ниями, чтобы не очень удаляться от нашей темы“. 

Возвращаясь к задаче о квадратуре круга, мы дол- 
жны еще вкратце соэбщить следующие факты“1, 
Лука Пачиоли (Гиаса РасшойЙ, жил приблизительно от 
1445 до 1514 г.), носивший в качестве члена фран- 
цисканского ордена имя Ета Гиса 91 Вогоо, вычислил 
в своем сочинении „битта 4е А! теНнса Сеотеа 
РгорогНош её РгорогНопа!Ша“ подобно Архимеду при 
помощи 96б-угольника приближенное значение п = 3-. 
Его бессмертный друг Леонардо да-Винчи (Гопаг4о 
да \У!пс1, 1452—1519) осуществлял квадратуру круга 
посредством колеса, которого толщина равна полови- 
не радиуса; след, оставленный колесом после полно- 
го оборота, давал площадь круга этого колеса. Аль- 
брехт Дюрер (Атесь{ Ойгег, 1471—1528), который 
подобно Леонардо занимает почетное место в истории 
математических наук, дает в своем знаменитом сочи- 
нении „Опдегуеузипе ег теззипе шН дет 2исКе! 
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ип исысНеу{“, посвященном меценату Вилибальду 
Пиркгеймеру4? (У/ЛИБаа Рискветег), приближенное 


55 
значение т == -з-=3,125, которым, как мы помним, 


пользовался уже Витрувий. 

Французский математик Бувель (Вои\еЦез, 1470— 
1533) старался получить квадратуру круга при помощи 
катящегося колеса и указал построение, которое при- 
водит к индийскому значению У 10. При этом он 
учил, что диаметр круга, равновеликого данному ква- 


8 
драту, равен 10. его диагонали, т. е. полагал п=3- 


Но наибольшей известностью пользовалось посмерт- 
ное сочинение „Ое геБи$ та Фета#с1$ паф{епи$ 4ез14е- 
гаН$“ (1556) профессора „СоП6зе гоуа!“ в Париже 
Оронция Финея (ОгопЧиз Ешаеиз, 1494—1555), 
в котором, между прочим, указывался способ для 
получения отношения длины окружности к диаметру 
при помощи только циркуля и линейки. В числе 
указанных им предложений и построений имеются 
два, которые мы встретим дальше в сочинении 
Гюйгенса „Ое сиси! таспНи@те шуеща“ ($ 14); за- 
метим здесь только, что приближенные значения, да- 


ваемые Оронцием (22 и 248), довольно удовлетво- 
7 78 
рительны, но позднее он принимает число -=з- за совер- 


шенно точное значение п. Произведение Оронция 
Финея вскоре вызвало критическое сочинение „Ое 
еггаН$ Огоп! Етае!“, которое написал португальский 
математик и космограф Педро Нуньец или Нониус 
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(Редго Мипе?, Моши$, 1492—1577), имя которого 
еще и теперь связывается с известным приспособле- 
нием, правильнее называемым верньером и служащим 
для точного отсчитывания углов. В этом сочинении 
опровергались взгляды парижского ученого. 

Из великих итальянских математиков эпохи Луки 
Пачиоли ни Сципион дель Ферро (Зс1р1опе 4е! Еегто, 
умер в 1526 г.), ни Николай Тарталья (№с01о Таца- 
Па, 1506—1559), ни Иероним Кардан (Шегопито 
Саг4апо, 1501—1576), ни Луиджи Феррари (1121 Еег- 
гаи, 1522—1565) не занимались непосредственно за- 
дачей о квадратуре круга; однако их имена должны 
быть здесь указаны вследствие великой роли, кото- 
рую эти исследователи сыграли при основании теории 
алгебраических уравнений, с которой впоследствии на- 
ша задача должна была притти в самую тесную связь. 

Наконец, нужно еще упомянуть о некоторых ня- 
учных трудах, которые хотя и не имеют прямого от- 
ношения к задаче о квадратуре круга, но все-таки 
заслуживают нашего внимания, как имевшие большое 
значение для математического образования того вре- 
мени. В 1533 г. Симон Гриней“® ($ипоп Отупаецз, 
1498—1541; состоял профессором Базельского уни- 
верситета, основанного в 1459 г.) напечатал в Базеле 
первое греческое издание Эвклида; в 1538 г. он из- 
дал также Альмагест“ и, наконец, в 1544 г. Фома 
Венаторий (Тнотаз Уепаю{из$, 1480—1551) выпустил 
первое полное издание сочинений Архимеда с латин- 
ским переводом и комментариями Эвтокия“5, 


4 о квадратуре круга 
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9. ОТ ЭПОХИ ВОЗРОЖДЕГИЯ ДО ОТКРЫТИЯ ДИФЕ? 
РЕНЦИАЛЬНОГО И ИНТЕГРАЛЬНЕ! О ИСЧИСЛЕНИЯ 


Возрождение наук имело последствием такой расцвет 
математики, что в дальнейшем мы вынуждены будем 
ограничиваться указанием лишь тех фактов, которые 
существенно подвигали вперед решение нашей задачи. 

Первый математик, которому удалось найти для 
отношения окружности к диаметру, т. е. для числа п, 
значение, далеко превосходящее по точности все 
раньше известные значения, был голландский инженер 


Адриан Меций (Адпаеп Ап 0п1$200п, названный Ме- 


#15). Им найдено значение == — 3,141 5929..., 


в котором лишь 7-Й десятичный знак является не- 
правильным. Как Меций получил это число46, кото- 
рое особенно интересно еще потому, что оно пред- 
ставляет собой одну из подходящих дробей разло- 

3 22 323 355 
жения п в непрерывную дробь (-—, —^, ще» 115, 


103093 
а ... .), об этом сообщает сын его Адриан Меций 


(Аднапиз МеНи$, 1571—1635), профессор во Фране- 
кере, в сочинении „Атщитенсае е{ Сеотёнае Ргасйса“ 
(Егапекегае, 1611). Дело в том, что французский матема- 
тик Симон Дюшен (З1топ ОБисНнезпе), живший в Голлан- 
дии под именем Ван дер-Эйка (Уап 4ег ЕусКе), высказал 
в 1584 г. утверждение, будто бы круг равновелик 


39 
квадрату, сторона которого составляет д Диаметра. 


Это соответствовало бы значению т == 3,1426... 
Меций п Лудольф, о котором будет скоро итти речь, 
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старались посредством более точного вычисления п 
доказать неправильность этого утверждения. В назван- 
ной работе Адриан сын рассказывает, что его отец 
„Р. М.“ (т. е. Рлае Метопае, а не Раег МеНи$“, как 
неправильно читали раньше), пользуясь методом Архи- 


377 333 


меда, нашел для п границы: 155 и тоб’а затем взял 


средние арифметические числителей и знаменателей“”. 

Совершенно особое место в истории квадратуры 
круга занимает великий французский математик Вьета 
(Етапсо!$ \У1е; родился в 1540 г. в Фонтенэ и был 
адвокатом в Пуату; позднее он был призван Генрихом 
ГУ в Париж, где и умер в 1603 г.). 

В своих исследованиях 0б измерении круга*8 он 
исходил из следующей теоремы: 

Если в круг вписаны два правильных многоугодь- 
ника, из которых второй имеет вдвое больше сто- 
рон, чем первый, то площадь второго многоуголь- 
ника так относится к площади первого, как ди- 
аметр относится к хорде, дополнительной к сто- 
роне первого (т. е. как радиус к апофеме). 

Начиная с вписанного квадрата, Вьета переходил 
затем к правильному 8-угольнику, 16-угольнику, 
32-угольнику и т. д. до бесконечности, постоянно 
удваивая число сторон. Вычисляя дополнительную хор- 
ду стороны каждого из этих многоугольников, он мог 
последовательно определить отношение площади ка- 
ждого многоугольника к предыдущему. Перемножив 
это бесконечное множество отношений, он получил 
4* 
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отношение площади круга к первому многоугольнику, 
т. е. к квадрату. 

Развивая, таким образом, мысли, высказанные, как 
он сам это замечает, Антифоном“9, Вьета пришел 
к очень замечательному результату, что круг, ко- 
торого диаметр равен единице, имеет площадь" 


1 


оао 


т ГОО ОИ 1,1 иг. + 
2 —. р —. И ый пт 
и > атэЙ 5 НИИ 


Так как эта площадь, с другой стороны, равна т 


то получается интересная формула: 


Иззи: Уз ИДИ ИУ Из ‚Чи р, 


Эта замечательная формула представляет со- 
бой не только первое точное аналитическое выра- 
жение для числа п, но также первый пример 
выражения числа в виде бесконечного произведенияй!. 

Но кроме этой формулы для площади, Вьета, „идя 
по следам Архимеда“, дал с помощью вписанных и 
описанкых многоугольников, начиная с шестиуголь- 
ника и кончая многоугольником с 216 сторонами, 
для числа п тесные пределы, определяемые следующим 
предложением5?: если положить диаметр круга рав- 
ным 100000, то длина его окружности более, чем 


314159 26536, и менее, чем 314159 Е Вьета 


г 
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дал53, следовательно, 9 правильных десятичных знаков 
для числа п. 

Точность, достигнутая Вьетой, была скоро превзой- 
дена голландским математиком Адрианом Романским 
(Аднапи$ Котапиз, АдНаеп уап Коотеп; родился 
в Лёвене в 1561 г., был профессором в Вюрцбурге 
и умер в Майнце в 1615 г.) в сочинении „№ш АгсШ- 
теа!$ сисий Ч4теп$1опет  ехрозШо е апа1уз15. Аро- 
1021а рго АгсНитеде аа С\. уг. Лозервит ЗсаНеегит“ 
ес. (\Мигсериге1, аппо 1597)“, где он при помощи 
230-угольника вычисляет п с 17 десятичными знаками. 


Но еще гораздо больше терпения, выдержки и искус- 
ства в вычислениях обнаружил Лудольф ван-Цей- 
лен (Гао! уап Сешеп; родился в Гильдесгейме 
в 1539 г. и умер профессором математических и 
военных наук МЛейденского университета в 1610 г. 
В сочинении „Уап 4ег Сиске!“з6 (рей 1596) Лудольф 
излагает свои вычисления, начатые в 1586 г.; он 
показывает, каким образом, удваивая по методу Архи- 
меда число сторон вписанных и описанных многоуголь- 
ников, он дошел до 60.229-угольника с целью вычис- 
ления п с20 десятичными знаками, и заканчивает свое 
произведение: „Пе |и5{ НееН, сап паег4ег сотеп“ (у 
кого есть охота, пусть пойдет дальше). Но охота 
пойти дальше явилась позднее у него самого. В сочи- 
нении87 „О1е Аг!Итензсве еп Сеоте{ све {опдатет4еп “ 
вместо верхней и нижней границ числа п, данных 


им ранее — 
3,141 592 653 589 793 238 46 «к < 3,141 592 653 589 793 238 47 
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он вычислил приближенные значения т с 32 десятич- 
ными знаками 


3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 50 


3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 51. 

По позднейшим сведениям, Лудольф и этим не 
удовлетворился и дал 35 десятичных знаков для при- 
ближения п, которые согласно его последнему пред- 
смертному желанию должны были быть вырезаны на его 
надгробном камне; последний, впрочем, не сохранился. 

При всем уважении к гигантскому прилежанию и 
огромному терпению, обнаруженным Лудольфом при 
этих вычислениях, нам в настоящее время представ- 
ляется довольно странным, что число п названо и 
еще будет называться по имени математика, который 
проявил сравнительно мало оригинальности при опре- 
делении этого числа — математика, труды которого 
не могут быть никоим образом поставлены на одну 
доску с гениальным произведением истинного творца 
теории измерения круга, Архимеда. 

Несравненно большую цену имеют прекрасные пред- 
ложения, которыми обогатили теорию измерения кру- 
га два великих голландских математика и физикь 
Виллеброрд Снеллий (\/Шебтога ЗпеШиз; родился в 
1580 г. в Лейдене, умер там же профессором мате- 
матики в 1626 г.) и в особенности Христиан Гюйгенс58 
(Со5Нап Ниухеп$; родился в Гааге в 1629 г., умер 
там же в 1695 г.). Снеллия и Гюйгенса нужно счи- 
тать первыми математиками, которые внесли новые 
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идеи и существенные добавления в созданный Архи- 
медом метод численного спрямления окружности. 
В прекрасной книге „Сус1отеёсиз“ (Гра. ВаЁ. 1621) 
Снеллий показал, что для приближенного вычисления 
длины дуги окружности с весьма большой точ- 
ностью Нет надобности брать многоугольники с 
большим члслом сторон, как это делали раньше. 

К сожалению, Снеллию не удалось доказать двух 
теорем, которые лежат в основании его исследований; 
поэтому со стороны Гюйгенса было вполне уместно 
поместить впоследствии эти теоремы в“ своем знаме- 
нитом сочинении „Пе сисиЙ шаспНите шуеща“ (см. 
$ 15, теорема ХП, и $ 16 теорема ХЯП), так как данные 
им строгие доказательства этих теорем находятся в 
теснейшей связи с его собственными исследованиями. 

Убежденный в правильности своих двух теорем, 
Снеллий следующим образом обнаружил большое 
сокращение вычислений, достигаемое при их помощи 
(Су{оте#сиз, Ргор. 31). По способу Архимеда вни- 
санный и описанный 6-угольники дают для т пределы 
Зи 3,464. Напротив, при помощи его теорем те же 
б-угольники дают пределы 3, 14022 и 3,141 60, зна- 
чительно более тесные, чем те, которые с трудом 
вычислил Архимед, рассматривая 96-угольники. Беря 
же 96-угольники, Снеллий получал с помощью. своих 
теорем приближения: 3,141 592 6272 и 3.141 592 832 0 
и т. д. Наконец, Снеллий проверил правильность лудоль- 
фовых пределов, употребляя при этом несравненно 
меньше вычислений. 
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Если принять во внимание тот факт, что обосно- 
вание снеллиевой циклометрии требовало более тща- 
тельного доказательства, хотя это и не умаляет зна- 
чения этой богатой плодотворными идеями работы, 
то становятся понятными слова Гюйгенса, который 
во введении к знаменитому сочинению? „Ое сисий 
паспНниЧте пуеша“ (1654) говорит, что из всех 
предложений, на которые опирается измерение круга, 
одно только до сих пор установлено, а именно то, 
что круг больше вписанного многоугольника и меньше 
описанного. Он же — продолжает с основательной 
уверенностью едва достигший тогда 25-летнего возра» 
ста математик — хочет теперь произвести более тща- 
тельное определение величины круга. И действительно, 
Гюйгенс не сказал этим более, чем следует. В самом 
деле, это сочинение не только составляет эпоху для 
теории измерения круга, но и принадлежит бесспор- 
но к числу прекраснейших и важнейших работ, 
которые когда-либо были написаны по элементарной 
геометрии; наряду с сочинением Архимеда оно навсегда 
сохранит свою цену, несмотря на то, что современ- 
ный анализ может привести к тем же результатам 
гораздо более коротким путем. Мы не будем приво- 
дить подробно богатого содержания названной ра- 
боты — Это значило бы поступить по отношению к 
ней неправильно: она принадлежит к тем сочинениям, 
которые должны быть прочитаны каждым, кто инте- 
ресуется историей математики. Укажем вкратце лишь 
некоторые теоремы: 


История задачи о квадратуре круга 57 


Всякий круг больше вписанного в него равносто- 
роннего многоугольника, увеличенного на треть раз- 
ности между этим иногоугольником и другим впи- 
санным многоугольником, имеющим вдвое меньше 
сторон (теорема У). 

Длина каждой окружности больше периметра 
вписанного в нее правильного многоугольника, уве- 
личенного на треть разности между его перимет- 
ром и пэриметром вписанного многоугольника с 
вдвое меньшим числом сторон (теорема У). 

Каждый круг меньше двух третей описанного 
около него равностороннего многоугольника, увели- 
ценных на одну треть подобного ему вписанного 
многоугольника (теорема УГ. 

Длина окружности меньше, чем меньшее из двух 
средних пропорциональных между периметрами 
правильных подобных многоугольников, из которых 
один вписан в круг, а другой описан около него. 
Площадь же круга меньше, чем многоугольник, по- 
добный этим мчогоугольникам и имеющий перимнетр, 
равный большему из двух средних пропорциональных 
(теорема [) Х. 

Если обозчачить длину дуги, меньшей, чем полу- 
окружность, через а, синус ее через $, хорду ее 
через $5’, то а заключается всегда между пределами: 


7—5 5—5 4545 
Я ко. 


(теорема ХУ]. 
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Благодаря этим и многим другим предложениям, 
которые представляют болышой интерес независимо 
от задачи о численном спрямлении, Гюйгенсу удается 
получить для числа п всегда втрое больше десятич- 
ных знаков, чем получается по обыкновенным мето- 
дам. Для получения архимедовых приближений ему 
достаточно было пользоваться правильным треуголь- 
ником. 60-угольник уже дает ему значения 


3,141 592 6533 и 3,141 592 653 8, 


между тем как по методу Снеллия даже с помощью 
96-угольника получается лишь 6 десятичных знаков, 
по методу же Архимеда только два знака. 

Кроме этого основного сочинения Гюйгенс занимался 
измерением круга еще во многих других случаях; 
я упомяну о сочинении „Тпеогетайа 4е диадтаига Бу- 
регЬо]ез, еШр$15 её сиси! ех даю рогНопит этауЦай$ 
сено“ („Орега уаца“, 1, стр. 315—828); изпожен- 
ные в последнем результаты многократно применяются 
в работе, о которой мы говорили выше; упомяну 
также о работе, возникшей из обмена мыслей между 
Гюйгенсом и безвременно умершим английским ма- 
тематиком Грегори (У. Отегогу, 1638—1675) в сочи- 
нении „Ое стси| е{ пурего!ае дцадга{ига соп+тоуег&а“ 
(„Орега уаца“, Г, стр. 405—482). Дело в том, что 
Грегори в статье „У\Уега сисиЙ её пурегбо!ае ацадга- 
щшга“ („Орега уапа“, 1, стр. 405—462), которая со- 
ставляет часть упомянутых „Сопноуег$а“, пытался до- 
казать невозможность квадратуры круга. Гюйгенсу, 
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который сам был убежден в невозможности этой ква- 
дратуры, удалось показать, однако, что предложенное 
доказательство неудовлетворительно, а именно он ука- 
зал, что не решен еще даже вопрос о том, соизмерим 
ли круг с квадратом своего диаметра или нет. 


ТРЕТЬЯ ГЛАВА 


Второй период — от открытия диференциального 
и интегрального исчислений 0д0 доказательства 
Ламбертом иррациональности числа п 


10. ОСНОВАНИЕ НОВОГО АНАЛИЗА И ЕГО ВЛИЯНИЕ 
НА МЕТОДЫ ИЗМЕРЕНИЯ КРУГА 


В классических работах Снеллия и Гюйгенса соз- 
данный Архимедом метод вписанных и описанных 
многоугольников достиг самого высокого развития, но 
вместе с тем был исчерпан. В самом деле, во второй 
половине ХУП в. под влиянием анализа бесконечно 
малых, созданного Ньютоном (М№емюп, 1642—1727) 
и Лейбницем (Гефий7, 1646—1716), подготовленного 
трудами Гюйгенса, Ферма, Валлиса, Броункера и других 
и развитого при участии двух братьев Бернулли (Лакоь 
Вегпоц!, 1654—1705, опапп ВегпоиШ, 1667—1748), 
произошел великий переворот в математических воз- 
зрениях и методах, который в большой степени отра- 
зился и на теории круга. Вместо способа вписанных 
и описанных многоугольников, которым исключительно 
пользовались раныше для измерения круга, отныне 


60 Ф. Рудид 


основной задачей сделалось разыскание аналитических 
выражений для отношения длины окружности к диа- 
метру, вследствие чего старые элементарные геометри- 
ческие методы были совершенно заброшены. 

Так, Валлис (Лопп \!аЦ!$, родился в 1616 г., умер 
профессором в Оксфорде в 1703 г.) нашел для числа 
п выражение в виде бесконечного произведения, а 
именно, он доказал в своей „Атитенса шИпйогит“ 
(„Орега“, |, стр. 467), что 


2.4 4.6.6.8, 8 


3355 77 9 


у" 


— 


2 
Это выражение представляет, по сравнению с про- 
изведением Вьеты, большое преимущество в том от- 
ношении, что оно составлено исключительно при по- 
мощи рациональных операций. Затем лорд Броункер 
(Вгоипскег, 1620—1684) дал замечательную формулу: 


=2. 
1 


р ИИ ПИ 
к 
2+ 9 
2+ 25 
81 
1 
2--..., 


которая позволяет вычислять п при помощи бесконеч- 
ной непрерывной дроби, Броункер сообщил без доказа- 
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тельства эту формулу Валлису, который доказал затем 
ее правильность в своей „АгИнтеНнса шаНпИогит “89. 

Другое, правда несколько менее простое, выраже- 
ние дано упомянутым выше Грегори, который пред- 
ложил 8! для площади круга формулу: 


4 е? 


3 904 75642 11340043 


в которой г означает радиус, а есть половина сто- 
роны вписанного квадрата ие— и — 4. 

Но важнейшим исходным пунктом для дальнейших 
исследований по измерению круга послужил ряд, най- 
денный сначала Грегори (1670), а затем независимо 
от него Лейбницем (1673), и дающий по данному тан- 
генсу х (измеренную радиусом) дугу агс х, а именно: 


3 45 м 
агс 8х = фт... 


Пользуясь этими современными обозначениями, мы 
не должны упускать из виду, что во времена Грегори 
не было принято измерять дугу радиусом, под тан- 
генсом же подразумевали тогда линию, именно отрезок 
касательной, а не отношение этого отрезка к радиусу 
круга. Если обозначить длины трех линий, а именно 
радиуса, дуги и тангенса, соответственно через г, а 
и ЁЬ то ряд Грегорй в старых обозначениях будет 


иметь вид. 
13 [А [№ 
ая зя т Г. 


62 Ф. Рудио 


Полагая в вышеуказанном ряду, выражающем агс№ х 
с помощью тангенса х, х==| и, следовательно, 


к 
агсе х=—-1, получаем так называемый ряд Лейбница: 


п 1 1 1 1 1 
ЧЕТ ТУ ИЕ." 

Этот ряд, который вместе с тем дает отношение 
площади круга к квадрату диаметра, был сообщен 
в 1674 г. Лейбницем в письмах нескольким нахо- 
дившимся с ним в дружеских отношениях математи- 
кам. Напечатал же он впервые свои исследования по 
этому вопросу в 1682 г. под заглавиемв?: „Ое уега 
ргорогНопе сисиН а@ диадтатат сиситзсират Ш пи- 
тег$ гаНопа!Ьи$“. Хотя лейбницев ряд по простоте 
значительно превосходит выражения Вьеты, Валлиса 
и Броункера, тем не менее, вследствие своей медленной 
сходимости, он не очень пригоден для вычисления т. 

Но из ряда для агс{> х можно вывести другие 
весьма быстро сходящиеся ряды. Сначала пробова- 


1 
ли достигнуть этого, полагая х = уз так что 
к 
агсфо = к. Таким образом получается: 


1 1 1 1 1 1 | 
к эре Фбочнннарыю чушаыь  ——— ььючьмьиный = ОННЫХ м наи онных — орибыиа —— Бииинариннаниининыь. 
6 Уз Ё 3.3 5.32 7.33 9.34 11.35 = | 
откуда легко вычислить число %, после того как яз З 


определенно с достаточным приближением. Абраам 
Шарп (АБгапат Зпагр, 1653—1742) по этой формуле 
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0" 
вычислил -=- С 72 десятичными знаками. Гораздо бо- 


лее удобными оказались зависимости, которые в на- 
стоящее время носят название теоремы сложения 
и вытекают из равенства: 


ту. 


сто е х -- агс у = а! т 
— лу 


Из этого разенства легко получить выражение для 
агсе х - ага у - ага 2, 


или для 9 агсе х, 3 агсюх и т. д. Это были почти 
единственные зависимости, при помощи которых ма- 
тематики, начиная с ХУШ в., пытались вычислять п. 
Благодаря искусному расположению вычислений таким 
образом были получены гораздо более точные значе- 
ния для п, чем раньше. Так, например, в 1706 г. 
английский математик Машин (Мазбшт, 1608—1752) 
воспользовался формулой. 


п | 1 
— =- 4 агФфе — — агое —_, 
д те 5 агс{о 539 


ИЛИ 


п 1 1 1 1 | 
4—1 |= + 5.55 ТГ... — 


1 1 | 
— | 239 — 3.2808 15.2305 — таза +... | 


для вычисления числа п со 100 десятичными зна- 
ками. Выражение, которым пользовался Машин, в выс- 
шей степени хорошо приспособлено для вычислений, 
так как первый ряд легко вычисляется ввиду того, что 
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отношение членов _, Е т». 
второй же ряд очень быстро сходится. 

В 1719 г. французский математик Ланьи (Газу, 
1660-—1734) дал 127 десятичных знаков числа т. 
Когда эти знаки позже проверил Вега (\Уеза, 1754— 
1802), который вычислил п с 40 знаками, то ока- 
зались верными все цифры, кроме 113-й, которая 
должна быть не 7, а 8. 

На этом не остановились. В 1844 г. гамбургский 
вычислитель Захарий Дазе (Хаспацаз Разе, 1824— 
1861) в течение не более двух месяцев нашел п с 
200 десятичными знаками, пользуясь формулой 


к 1 1 1 
4 = агсЁе —{- агсю = —- агсю 8) 


указанной ему венским профессором  Шульцем 
(ЗсНи12 84. Вот это число: 


к = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 
83279 50288 41971 69399 37510 
58209 74944 59230 78164 06286 
20899 86280 34825 34211 70679 
82148 08651 32823 06647 09384 
46095 50582 23172 53594 08128 
48111 74502 84102 70193 25211 
05559 64462 29489 54930 38196... 


Наконец в последнее время Рихтер (Е1сиег) вы- 
числил п с 500 знаками, и затем Шенкс (Зспапк$)— 
с 700 знаками. Г. Шуберт (Зспибей) справедливо 
замечает в своем прекрасном общедоступном сочи- 
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нении „О!е Оцадтамшг 4ез 2ике!$ ш Бегепеп ипа 
ипбега{Тепеп Кбр!еп“ (НашБиго 1899), что вычисления 
такого большого числа десятичных знаков имеют 
в крайнем случае лишь то значение, что показывают 
совершенство современных методов по сравнению со 
старыми, для которых такого рода результаты были 
недостижимы. Помимо этого такие вычисления не имеют 
ни научного, ни практического значения. Г. Шуберт 
очень наглядно показывает в своей статье, какую сте- 
пень точности представляют, например, всего лишь 
15 знаков; точность же, соответствующая 100 десятич- 
ным знакам, выше всякого человеческого разумения. 


11; ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ ЛЕОНАРДА ЭЙЛЕРА В ОБЛАСТИ 
ИЗМЕРЕНИЯ КРУГА 


Прежде чем перейти к тому математику, который 
укгзал совершенно новые пути для исследований, 
связанных с измерением круга, а именно создал осно- 
вание для успешной научной постановки вопроса 
о возможности квадратуры круга—нет надобности упо- 
минать, что мы говорили о Леонарде Эйлере, — здесь 
уместно будет бросить взгляд на то, что сделано по 
отношению к нашей задаче до середины ХУШ. 

Исследования Архимеда о вписанных и описанных 
многоугольниках, доведенные до конца Гюйгенсом, 
в особенности же исследования, которые, начиная 
со второй половины ХУП в., опирались на анализ 
бесконечно малых, а именно на теорию бесконечных 
рядов, в частности, на ряд Грегори, привели к 
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методам, дающим возможность выполнять измерение 
круга с какой угодно степенью точности. Хотя число 
п было известно с более чем 100 десятичными зна- 
ками, хотя были также известны очень интересные в 
научном отношении и практически весьма удобные вы- 
ражения для п, например в форме быстро сходящихся 
рядов, однако природа этого важного и замечательного 
числа была столь же неизвестна, как и в древности, 
в том отношении, что все еще оставалось неизвест- 
ным, рационально ли число т или нет66. Вместе с тем и 
вопрос о возможности квадратуры круга оставался столь 
же темным, как во времена Архимеда; не была еще 
даже найдена пригодная для научного исследования 
формулировка вопроса. 

Конечно, во все времена находились люди, которые 
вообразили, что задача квадратуры круга ими ре- 
шена; но эти квадратуры, с какою бы уверенностью 
авторы ни возвещали о них как о точных решениях 
задачи, оказывались только более или менее точными 
приближениями. То, что даже такие работы могли 
иногда способствовать развитию науки тем ли, что 
вели к изошрению критики, или же тем, что, несмотря 
даже на некоторые ошибки, содержали новые и интерес- 
ные истины, — доказывается, между прочим, примером 
Григория С. Винсента (Стекойи$ Запсю \Ушсепво; 
родился в Брюгге в 1584 г., умер в Генте 1667 г.) и 
возникшего у него с Гюйгенсом и Декартом спор4З7. 

Таково было положение вопроса, когда Леонард 
Эйлерб8 (родился в Базеле 15 апреля 1707 г., умер 
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в С.-Петербурге 18 сентября 1783) начал свою мно- 
тообразную деятельность, распространяющуюся на все 
области математического знания. Задачей этих строк 
не может быть надлежащая ‘оценка заслуг такого чело- 
века, как Эйлер, даже только в сравнительно малой 
области ‘измерения круга. Мы ‚должны ограничиться 
краткям указанием самого важного. 

Как была основана тригонометрия греками, как 
потом от арабов она перешла к народам христиан- 
ского средневековья, как, наконен, в эпоху Возрож- 
дения, благодаря трудам Пейербаха`и особенно Регио- 
монтана, она превратилась в самостоятельную науку, — 
все это мы старались представить хоть в очень бег- 
лых чертах. Но та тригонометрия, которой мы теперь 
располагаем, если мы пока даже ограничимся только 
ее элементарной частью, представляется по внешней 
форме творением Эйлера. Эйлер первый, например, 
стал обозначать стороны треугольника коротко бук- 
вами а, 0, с, противолежащие же углы — буквами 
а, В, | ‘(или А, В, С), что привело его к кратким 
обозначениям с0$ а, Зи я, № @, ес @, сю а, созес а, 
которые, таким образом, вошли в общее употребление. 
До Эйлера эти выражения или заменялись особыми бук- 
вами, или чаще всего выражались длинно словами. Неко- 
торые примеры уяснят это лучше всего. Если хотят по 
трем углам треугольника а, В, ] и стороне его а 
найти две стороны фи с, то пишут, как известно: 


за В 


за 


р: а= т В: а›или 6 = а, и т, Дь 


5* 
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Вместо этого Адриан Меций, например, не знавший 
этого языка формул, должен был говорить: „О $е 
паБеё $11и$ апеийЙ 1афег! даю орроз@, аЯ 1афи5$ дат: 
Ца еНат те!диогат апещогит $1$, а@ 1аега орро- 
На (АЧиат Меш АйШтейсае ПЬи 4цо её Сеотеёае 
НБ УТ, Гаеа. Ваау. 1626, стр, 103). Иоанн Христо- 
фор Штурм (Ловапп СВизюЮрь З+игт), который уже за- 
шел довольно далеко вперед в искусстве обозначений 
(он обозначает, например, особой буквой отноше- 
ние длины окружности к диаметру, именно, буквой е), 
в 1689 г. пользуется для той же теоремы в своем 
„МаШе$15 епис]еафа“ совершенно теми же словами, что 
и Меций, между тем как дальше аналогичное пред- 
ложение 


па: тр: $ с-— та : зп В : $] 
сферической тригонометрии он пишет в форме; 


511 апр А аа Уп ВС и Зш апе С аа Зш АВ. 


Из этих примеров уже видно, какими неуклюжими 
и не наглядными по виду были до Эйлера гониоме- 
трические формулы и тригонометрические предложе- 
ния. Но не только внешним изяществом тригонометрия 
обязана Эйлеру. Точно так же и само содержание 
тригонометрических выражений стало иным со вре- 
мени Эйлера и благодаря ему. В то время как раньше 
синус, косинус, тангенс, котангенс обозначали неко- 
торые линии, связанные с дугой круга, Эйлер впер- 
вые стал определять эти выражения как отношения 
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указанных линий к радиусу круга. Благодаря этому 
выражения $12, с0$2 и т. д. приобрели совершенно 
иной характер: они стали авалитическими величинами, 
функциями г. Таким образом Эйлер является твор- 
цом тригонометрических функций. Вместе с тем но- 
вая точка зрения на тригонометрические величины 
привела его к одному из его бесспорно прекрасней- 
ших открытий, а именно, к открытию замечательной 
зависимости между показательной и тригономе- 
трическими функциями. Эта зависимость выражается 
равенствами: 

и ый ти е, 

где е? есть показательная функция, определяемая по- 
стоянно сходящимся рядом70: 


С0$ 8 —= 


2 22 23 
"ТТ 1.2 11.23 т. 


Здесь не место распространяться о том перевороте, 

который упомянутое открытие произвело во всей ма- 

тематике. Однако нужно заметить, что формулы ЭЙ- 

лера, которые могут быть написаны также в виде: 
е!2 —с0$&--1$ш2, .е-й =с05 2 —[5ш2, 


представляют собой исходный пункт всех позднейших 
исследований о природе числа п. Полагая в них 2 =т, 
получаем: 

ем —=—] или ем —1. 


Эта основная зависимость между обоими чис- 
лами е= 2,718 281 828 459 045... и к =3,141 592 
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653.589 793... служит ключом для решения вон- 
роса о возможности квадратуры круга. 

Мы не имеем возможности останавливаться здесь 
на многих интересных выражениях, как, например: 


1 1 1 1 2% 1 
—5 — и ——. щ п’, 

Те Ры т 1.2.3 1 

1 1 1 1 о? 1 

1 — нь... = к. 4 
ы 2" т 3" т 4% т 5 1.2.3.4.5 3 
и т. д., 
ИЛИ 
1 1 1 1 к 

ТБ, 

1 1 1 1 к? 
ен -—...= —, 
ТТ 8 

№ 

Зв 9 32 

ит. д., 
ИЛИ 
27 3? 5 1 112 __ па 
271 321 1 71 121’ 6. 
94 31 5% 7% 1 _ м4 
4—1 34—1 5—1 74—1 1141 ° 90 
и т. Д., 


которые Эйлер дал для п в форме бесконечных ря- 
дов произведений и непрерывных дробей в много- 
численных статьях", в особенности же в своем 
классическом сочинении: „[п{годисНо ш апа|[узт шй- 
пИогит“ (Гаизаппае 1748). Почти все эти формулы 
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получаются из указанной зависимости между показа- 
тельной функцией и тригонометрическими функциями. 
Точно так же мы можем лишь вскользь упомянуть 
о различных выражениях, найденных Эйлером для 
числа е. Из них приводим, как заслуживающие осо- 
бого внимания, разложения? в непрерывные дроби 


е— 1 


чисел е, Уе и —5—, аименно; 
е=2-- 
1-- 
2-- 
1- ! 
1+ 
ИНО 
1-1... 
или короче: 
е = (2, Т, 9, 1), (т —=1,2,3...), 
е=1-- 
1+ 
т т 
НИЕ 
ИИ 
ре | О 
‚е. 1+...) 


ы 


и е=(1, Ат. И), (и=0,12,...) 
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и, наконец, 


е—1__ 1 


2 


1 
6+—_— 
10-- 


4 в. — 


При изложении истории числа п мы должны 
упомянуть о следующем обстоятельстве. С первых 
же страниц настоящей книги мы стали пользоваться 
обозначением п для выражения отношения длины 
окружности к ее диаметру, и вообще весьма распро- 
странено мнение, что это обозначение очень древнего 
происхождения. Но это вовсе не так. Напротив 
потребность обозначать целые понятия простыми неиз- 
менными символами совсем недавнего происхождения. 
До открытия анализа бесконечно малых, т. е. до 
конца Х\УШ в., эта потребность отнюдь не была все- 
общей. До этого времени математики (например, 
также Гюйгенс) говорили об отношении окружности 
к диаметру, не обозначая его (за редкими, быть мо- 
жет, исключениями) никакой буквой, не говоря уже 
о букве п. Обозначение этого отношения буквой т, 
равно как и обозначение основания натуральных 
логарифмов буквою е, введено Эйлером. После того 
как Эйлер употребил букву п в указанном значении 
впервые 78 в относящейся к 1737 г. статье „Уанае 
озегуаНопез сира зе!ез шйНпНаз“, Эйлер и Гольдбах 
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в своей переписке, начиная с 1739 г., пользовались 
постоянно этим обозначением, а также — с того же 
времени — символом е, между тем как еще в 1729 
и ‘1730 гг. они писали р вместо т. Этим обозначе- 
нием р вместо т пользовался, впрочем, Эйлер, как, 
доказано, до 1735 г. (см, „Соттеп. Аса4. Ренор*, 
т. УП, стр. 126), в то время как с этого же года 
он постоянно употреблял символ е для обозначения‘ 
основания натуральных логарифмов (см. „Сотте. 
Аса4. Ремор.“, т. УП, стр. 181 и последующие ака- 
демические статьи Эйлера). Иван Бернулли, который 
еще в 1739 г. в письмах к Эйлеру употребляет бук- 
ву с (сиситегепйа), в 1740 г. принимает также 
обозначение Эйлера п. Тем же символом пользуется 
постоянно, начиная с 1742 г., и Николай Бернулли 
(племянник Ивана) в своих письмах к Эйлеру"4. Если, 
таким образом, эйлеров символ п с начала 40-х го- 
дов был принят многими выдающимися математиками, 
по полное право гражданства оя приобрел лишь после 
появления знаменитого „шодисНо“ Эйлера (1748). 


ЧЕТВЕРТАЯ ГЛАВА 
Третий период—От Ламберта до настоящего времени 


12. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ИРРАЦИОНАЛЬНОСТИ ЧИСЛА 
п, ДАННОЕ ЛАМБЕРТОМ ЛЕЖАНДРОМ 


После того как в отношении аналитических пред- 
ставлений числа п, а также и в отношении численного 
определения п все проблемы оказались исчерпанными, 
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и укрепилось убеждение, что этот путь не ведет к 
решению вопроса 0. возможности квадратуры круга, 
в сознании математиков возникла потребность выяс- 
нить, наконец, истинную природу этого числа, а 
именно, узнать, принадлежит ли оно к рациональным 
числам или нет. Правда, начиная со второй половины 
ХУП в. не было ни одного крупного математика, 
который не был бы убежден в иррациональности 
числа пи не выражал бы этого убеждения 75, однако 
строгого доказательства иррациональности не суще- 
ствовало. 

Только после открытия Эйлером важной зависимо- 
сти между показательной и тригонометрическими функ- 
циями для исследования этого вопроса были открыты 
новые пути. 

Именно эта зависимость и позволила Иоанну Генриху 
Ламберту (Зопапп Нешисв Гатфег; родился в 1728 г. 
в Мюльгаузене?6 , умер в 1777 г. в Берлине, куда 
он был приглашен Фридрихом Великим) дать в 1766 г. 
первое доказательство иррациональности обоих столь 
тесно связанных между собой чисел е и т. В пре- 
красном сочинении УоПАийхе Кеппё1$5е г Че, зо 
фе Оцадгаг ипа КесиНсаНоп 4ез Сиси!$ зиснеп“ 
(Вейтёсе хит СеБгаисве 4ег МаетаНК ип@ Чегеп 
Ап\уепаипе, П, стр. 140 — 169) Ламберт доказал 
следующие две основные теоремы: 

1. Если х есть отличное от нуля рациональное 
число, то е* не может быть рациональным числом . 
Отсюда само собой вытекает, что натуральный ло- 
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сарифм рационального числа, отличного от единицы, 


:е может быть числом рациональным. 


2. Если х есть отличное от нуля рациональное 
число, то © х не может быть рациональным 


числом. 


Для доказательства этих теорем Ламберт берет 
разложение в непрерывную дробь, данное Эйлером 


В „пеоЧисНо“ (на стр. 319): 


14+ 


1 
т. 


и выводит из него разложения 


ех—1__ 1 
ех-1 
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[о | 
= 


Г 
х 


9 
ий 


позволяющие доказать, что при рациональном х 
ни © ох, ни ©“ не могут быть рациональны. Из 


у 
равенства \-л ==1, очевидно, вытекает, таким 


образом, что к иррационально. 

Вместо дальнейшего изложения содержания этого 
сочинения я отошлю читателя к самому сочинению, 
которое тем более достойно чтения, что оно содер- 
жит, кроме того, также еще целый ряд интересных 
исследований и заметок и написано очень оригиналь- 
ным языком, не лишенным юмора; этот юмор про- 
глядывает также и в портрете этого редкого человека, 
который мне удалось случайно видеть у высокоува- 
жаемого товарища, проф. Вольфа. 

Заметим еще, что ламбертово доказательство ирра- 
циональности числа т часто (как, например, у Лежан- 
дра, см. примечание в конце его статьи) неправильно 
относили к 1761 г., но в предисловии ко 2-му тому 
„Вейгасе“ Ламберт, во избежание анахронизмов, гово- 
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рит совершенно ясно: „Гак, например, входящая 
сюда пятая статья — для исследователей квадратуры 
круга — написана в 1766 г. перед той, которую не- 
сколько месяцев спустя я докладывал здешней Королев- 
ской академии наук по тому же предмету, но обе они 
могут быть читаемы вместе. Эта академическая статья, 
снабженная отметкой „р 1767“, имеет заглавие: Мб- 
тоше зиг аце!иез ргорие $ гетагциаЪ]ез 4ез ацап $ 
Чапзсепйеще$ сисшате$ её 1осаШипиацез. 

Ламбертову доказательству иррациональности числа 
п недоставало для полной строгости одной леммы 
об иррациональности известных простирающихся в 
бесконечность непрерывных дробей, которую позже 
дал Лежандр (Адцеп-Мане Г.езепаге; родился в 1752 г. 
в Тулузе, умер в 1833 г. в Париже)77 в его „Ё16теп{$ 
4е эбот@ме“ (Мое 4). Эта лемма заключается в 
следующем: 

Если в простирающейся в бесконечность непре“ 


рывной дроби 
т 


п Ш 
п 
Р. т 
ПТ 
т, п, т, п и т, д. суть целые положительные или от- 
7 
рицательные числа, причем дроби —, д и т. д. 


все меньше единицы, то значение этой`дроби есть 
иррациональное число. Непрерывная дробь, как пока- 
зал далее Лежандр, иррациональна и в Том случае, когда 
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т 
Г и т. д. меньше единицы не с самого начала, 


а только начиная с какого-нибудь звена. С помощью 
этого важного предложения, которое представляет 
необходимое дополнение к исследованиям Ламберта, 
Лежандр мог без труда доказать строго иррациональ- 
ность числа п. Те же соображения дали ‘ему при этом 
возможность доказать также и иррациональность 
квадрата числа т. 

Доказательство ‘иррациональности числа п, данное 
Ламбертом и Лежандром, значительно подвинуло вперед 
разрешение вопроса о возможности квадратуры круга. 
Правда, еще не ‘была исключена возможность квадра- 
туры, так как некоторые иррациональные числа также 
могут быть построены при помощи циркуля и линейки; 
но вероятность, что задача может быть разрешена этими 
средствами, сделалась значительно меньше. Главный ‘ре- 
зультат был, однако, тот, что, наконец, после про- 
должительных поисков был найден ясно намеченный 
путь, по которому должно было пойти исследо- 
вание. 

Для полноты следует заметить, что доказательство 
иррациональности числа е, излагаемое обыкновенно 
В учебниках, принадлежит Фурье (Еоцйег, 1768—1830), 
согласно замечанию на стр. 339 в „М@апеез 4’апа1узе 
а1овбпаие“ (1815 ЗатуШе). Это доказательство вы- 
водит ‘иррациональность непосредственно ‘из ряда 


1 1 1 
1 РР... 
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Допустим, что е равно рациональной дроби <> и, пе- 
ренеся в левую часть равенства все члены ряда 
до „; включительно, умножим равенство на 4/; тогда 


с левой стороны получается неравное нулю целое 
положительное число, с правой же стороны — ряд: 


1 1 и. 
а 1 т (а-- Па-Е2) 
который имеет значение, меньшее, чем и А ...) 
} ан 9+) 


т. е. меньше, чем 4’ и, следовательно, не может 


равняться целому положительному числу. 


13. ОТКРЫТИЕ ЛИУВИЛЛЯ 


В 1840 г. Иосиф Лиувилль (Лозерн [1оцуШе, 1909— 
1882) присоединил к известным до него свойствам 
числа е еще два новых свойства, а именно, поль- 
зуясь указанным выше приемом Фурье, он показал, 
что е не может быть корнем квадратного уравнения 
с рациональными коэфициентами, т. е. что невозможно 
равенство ае?-|- фе с—0, где а, 6, с суть целые 
числа. И он мог тотчас прибавить также, что е? обла- 
дает тем же свойством, т. е. равенство де“ -|- ре? | с=0 
при тех же предположениях относительно а, 6, с 
не может иметь места"?, 

Так как свойства чиселеи к, найденные Ламбертом, 
Лежандром и Лиувиллем, все состоят в том, что эти 
числа не могут быть корнями известных алгебраических 
уравнений с рациональными коэфициентами, то этим 
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был поставлен вопрос, каких алгебраических уравнений 
этого рода могут быть корнями числа е и т. 

Но уже давно у математиков составилось убеждение, 
что числа е и т вообще не могут быть корнями 
алгебраических уравнений с рациональными коэфици- 
ентами, точно так же, как верили ведь в иррацио- 
нальность числа п гораздо раньше, чем она была строго 
доказана. Уже Эйлер выражает это убеждение в статье 
„Ое те!аНопе 1пег {1егпаз ршгезуе ацапИа{е$ 1изНше- 
пда“ („Оризси!а апа!уНса“, 11, стр. 98) и еще отчет- 
ливее высказывается Лежандр в достойном внимания 
предложении (см. заключение его статьи): 

„Следует считать весьма вероятным, что иррацио- 
нальность числа п не алгебраическая, т. е. что это 
число не может быть корнем алгебраического урав- 
нения с рациональными коэфициентами. Но, повиди- 
мому, строго доказать это предложение очень трудно“, 

Подобным же образом высказывается и Ламберт 
в упомянутой выше (стр. 78) статье, выражая эту 
догадку относительно е и т в форме предложения, 
и пытается дать доказательство его. 

Однако все эти догадки об иррациональности т 
имели в том отношении меньше основания, чем такие 
же догадки в предшествующий период, что до сере- 
дины ХПХ в. не было еще известно ни одного при- 
мера, доказывающего, что существуют числа, не удо- 
влетворяющие никакому алгебраическому уравнению 
с рациональными коэфициентами. Лиувилль был пер- 
вым, который доказал это, строго построив числа, 
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следующие простому закону, относительно которых мо- 
жно показать, что они не удовлетворяют никакому 
алгебраическому уравнению с рациональными коэфи- 
циентами. В качестве такого примера он при- 
водит, между прочим, одчо число, которое имеет 
закон образования, совершенно подобный закону 
образования основания натуральных логарифмов, а 
именно: 


Если КЦ, [5 означают целые числа и если /, возра- 
стаег достаточио быстро с указателем м, то можно 
показать, что х не может быть корнем алгебраиче- 
ского уравнения с рациональными коэфициентами80. 

После этого важного открытия Лиувилля является 
возможность разделения чисел на алгебраические 
и трансцендентные, между тем как раньше можно было 
говорить лишь о рациональных и иррациональных. 
Под алгебраическим числом в настоящее время, по 
термизологии, введенной Кронекером, понимают всякое 
число х, являющееся корнгм какого-нибудь алгебраи- 
ческого уравнения вида: 


жи сит а хи Е „Ес, =0, 


где все коэфициенты с;, с,.., с,„, рациональны; коэ- 
фициент при высшей степени х всегда предполагается 
равным единице. Если сверх того в:е эти коэфици- 
енты суть целые числа, то х называется целым алге- 
браическим числом. 


6 О квадратуре круга 
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Грансцендентным числом называется всякое неал- 
гебраическое число?!. 

Таким образом, теперь предстояло решить вопрос, 
являются ли еи т алгебраическими числами или транс- 
цендентными. 


14. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ О 
КВАДРАТУРЕ КРУГА 


Чтобы понять связь между задачей о квадратуре 
круга и вопросом о том, относится ли п к классу 
трансцендентных или алгебраических чисел, нам ну- 
жно сделать несколько добавочных замечаний. 

Возможность квадратуры круга, как мы видели выше 
(стр. 22), зависит от того, возможно ли при помощи 
только циркуля и линейки по данному отрезку 4 по- 
лучить отрезок п4. Принимая для простоты 4 за 
единицу длины, мы видим, что задача сводится к по- 
строению отрезка, содержащего т единиц длины. Так 
как после выбора единицы длины всякому числу х со- 
ответствуег вполне определенный отрезок (содержа- 
щий х единиц), и, наоборот, всякому отрезку (содер- 
жащему х единиц) соответствует вполне определенное 
число х, то для краткости мы можем говорить о по- 
строении числа х, подразумевая под этим построение 
отрезка, содержащего х единиц. 

Из планиметрии известно, что если коэфициенты 
квалратного уравнения могут быть построены, то и 
корни квадратного уравнения могут быть также по- 
строены, причем под словом „построение“ всегда 
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подразумевается „посгроение при помощи циркуля 
и линейки“. На этом основании, в частности, могут 
быть построены корни квадратного уравнения с рацио- 
нальными коэфициентами, например У5.Если назовем 
на время корни таких уравнений иррациональностями 
первого рода, то увидим, что могут быть построены 
также и корни таких квадратных уравнений, которых 
коэфициенты содержат иррациональности лишь пер- 
вого рода, потому что коэфициенты такого квадрат- 
ного уравнения могут быть построены. Называя для 
краткости корни этих последних уравнений иррацио- 
нальностями второго рода, мы приходим к заключе- 
нию, что могут быть также построены корни каждого 
квадратного уравнения, коэфициенты которого содержат 
иррациональности лишь первого и второго рода, ит. д. 

Пусть будет теперь дана целая цепь квадратных 
уравнений, обладающих следующим свойством: ко- 
эфициенты первого уравнения суть рациональные числа, 
между тем как коэфициенты каждого последующего 
уравнения содержат лишь такие иррациональности, ко- 
торые получаются при решении предыдущих уравне- 
ний. В таком случае корни каждого из этих уравне- 
ний, а следовательно, и последнего из них могут быть 
последовательно построены. Таким образом мы видим, 
что для того чтобы некоторое число могло быть пост- 
роено, достаточно, чтобы оно представляло корень 
квадратного уравнения, являющегося последним звеном 
цепи квадратных уравнений указанного только что рода. 

Но это условие не только достаточно, оно также 
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необходимо для того, чтобы число могло быть по- 
строено. Действительно, так как каждое построение 
есть не что иное, как некоторая комбинация двух 
элементарных задач: провести прямую линию через 
две данные точки и описать около данной точки 
окружность данным радиусом, и так как, с другой 
стороны, прямые линии и круги выражаются анали- 
тически уравнениями первой и второй степени, то 
построение при помощи циркуля и линейки аналити- 
чески может быть выражено цепью квадратных урав- 
нений (так как линейные уравнения можно рассматри- 
вать как частый случай квадратных). Так как, далее, 
в каждой элементарной задаче, входящей в состав 
построения, могут быть употреблены лишь такие 
элементы, которые лостроены при помощи решенных 
раньше элементарных задач, то в каждом из встречаю- 
щихся квадратных уравнений коэфициенты будут 
содержать лишь такие иррациональности, которые 
получены из решения предыдущих квадратных уравне- 
ний. Отсюда следует, что всякое число, могущее быть 
построенным при помощи циркуля и линейки, может 
быть представлено как корень квадратного уравнения, 
являющегося последним звеном цепи квадратных 
уравнений указанного выше вида. 

Но, с другой стороны, такая цепь квадратных урав- 
нений всегда может быть заменена одним единствен- 
ным алгебраическим уравнением с рациональными 
коэфициентами таким образом, что иррациональ- 
ности, входящие в последнее уравнение и являю- 
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щиеся корнями предыдущих уравнений, будут исклю- 
чены при помощи этих последних. Таким образом 
мы приходим к следующему, существенному для 
задачи о квадратуре круга, выводу: 

Для того чтобы некоторое число могло быть 
построено при помощи циркуля и линейки, необхо- 
димо и достаточно, чтобы оно было корнем извест- 
ного алгебраического уравнения с рациональными 
коэфициентами, равнозначного цепи квадратных 
уравнений указанного выше вида. 

Благодаря этой теореме связь вопроса о возмож- 
ности квадратуры круга с вопросом о том, транс- 
цендентное ли или алгебраическое число п, получает 
правильное освещение. Для того чтобы квадратура 
круга была выполнима, не только нужно, следова- 
тельно, чтобы п было вообще алгебраическим чис- 
лом, но необходимо, чтобы оно было корнем такого 
алгебраического уравнения, которое было бы разре- 
шимо при помощи квадратных корней, т. е. нужно, 
чтоб само число п могло быть получено путем извле-` 
чения квадратных корней. Правда, формула Вьеты 
дает выражения для п при помощи квадратных кор- 
ней, но операция извлечения корня встречается в ней 
бесконечно часто, между тем как корень алгебраиче- 
ского уравнения указанного вида должен, очевидно, 
выражаться через конечное число корней. Формула 
Вьеты скорее, следовательно, могла привести к догадке, 
что число п не обладает свойствами, необходимыми 
для возможности квадратуры круга. Как бы то ни 
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было, во всяком случае невозможность квадратуры 
круга была бы вне всяких сомнений, если бы оказалось, 
что число п есть вообще не алгебраическое, а транс- 
цендентное число. 


15. ОКОНЧАТЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ВОПРОСА О КВАД 
РАТУРЕ КРУГА НА ОСНОВАНИИ РАБОТ ЭРМИТА 
ЛИНДЕМАНА И ВЕЙЕРШТРАССА 


Разрешением основного вопроса о том, являются 
ли числа еи п алгебраическими или трансцендентными, 
наука обязана математикам Эрмиту и Линдеману. 

Прежде всего в 1873 г. Эрмит доказал транс- 
цендентность основания натуральных логарифмов, т. е. 
обнаружил невозможность равенства вида: 


Мея Ме... Мет =0, 


где х, х.,... х, суть отличные друг от друга, а М, 
№.,..., М,— какие-либо целые числа, причем послед- 
ние числа не должны быть все равны нулю*^. 

Исходя из этой основной работы, а именно поль- 
зуясь зависимостями между известными определен- 
ными интегралами, которыми пользовался Эрмит, Лин- 
деман в 1882 г. решил, наконец, тысячелетнюю за- 
дачу о квадратуре круга, доказав трансцендент- 
ность числа т. 

Этот результат был получен из предложения, кото- 
рое можно рассматривать как обобщение первой из 
теорем Ламберта, указанных выше (стр. 76). Это 
предложение заключается в следующем: 
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Если 2 есть корень какого-нибудь неприводимого 
алгебраического уравнения с целыми вещественными 
или комплексными коэфициентами, то е’не может 
быть рациональным числом. 

Но по формуле Эйлера =" = —1, т. е. равно ра- 
циональному числу. Поэтому п[р, а следовательно, 
и само т не может быть корнем алгебраического 
уравнения указанного вида. Итак: 


Лудольфово число не может быть корнем ника- 
кого алгебраического уравнения с рациональными 
коэфициентами. 


Вместе с тем, таким образом, окончательно 
установлено, что квадратура круга геометрически 
невыполнима83. 


Но теорема Линдемана о трансцендентности числа 
х разрешает вопрос о квадратуре круга еще в беско- 
нечно более широком смысле, чем этого требовала 
первоначальная постановка вопроса: квадратура круга 
невозможна не только при помощи циркуля и ли- 
нейки, она невыполнима даже и при том условии, если 
для построения мы будем пользоваться какими угодно 
алгебраическими кривыми и поверхностями. Действи- 
тельно, построение с помощью этих совершенно 
общих вспомогательных средств хотя и не приводит, 
как раньше, к цепи квадратных уравнений, все же 
приводит к цепи алгебраических уразнений, поэтому 
число, которое могло бы быть построено при их 
посредстве, непременно должно быть алгебраическим. 
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Следовательно, для трансцендентного числа п эта 
возможность исключена. 
В 1885 г. Вейерштрасс8* дал новое более простое 


доказательство?5. 
Замечая, что 2“! —=—_[| и вообще е’ может быть 


равно минус единице лишь при значениях, кратных 
пр, Вейерштрасс приводит доказательство трансцен- 
дентности п к доказательству того, что: 

„Величина г’-1 ни при каком алгебраическом 
значении х не может быть равна нулю“. 

Кроме того, в своей статье Вейерштрасс устана- 
вливает некоторые общие свойства показательной 
функции, завершая исследования, начатые Эрмитом, 
доказательством следующей теоремы, предложенной 


Линдеманом: 
Если ху, х.,..,х, суть отличные друг от друга 


алгебраические числа, а №, Х.,..., Х,— отличные 
от нуля алгебраические числа, то между ними не 
может существовать зависимости: 


Ане -- Хе” +... + Хе" = 0. 


Эта важная теорема заключает, как частные слу- 
чаи, трансцендентность е и п одновременно. 

Но особенно интересен частный случай этой тео- 
ремы, указанный Линдеманом, когда 


г—= 2, ХК =— 1, Хо = 0, А —Х, Хо =. 


Тогда получается, что равенство 2’==Х не может 
иметь места, если х, Х оба суть алгебраические 
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числа и вместе с тем х не равно нулю. Мы прихо- 
дим, таким образом, к первому обобщению указанной 
раньше, относящейся к числу е теоремы Ламберта: 

„Показательная функция г” равна всегда транс- 
цендентному числу, когда х есть алгебраическое 
число, отличное от нуля“. 

„Натуральный логарифми алгебраического числа Х, 
не равного единице, есть всегда трансцендентное 
число“. 

Эти два предложения особенно выдвигаемые Лин- 
деманом, являются, как замечает Вейерштрасс, одни- 
ми из наиболее изящных теорем арифметики. 

Но и в геометрическом отношении общая теорема 
Лидемана дает богатые результаты. Полагая вместе 
с Вейерштрассом 


; м ‚ 
и найисав =>. вместо х, Х вместо Х., находим, что 
равенство 
х 
2 зп — =Х 
2 


не может иметь места, если х и Х суть алгебраиче- 
ские числа и х отлично от нуля. 

Отсюда же вытекает предложение, которое заключает 
невозможность квадратуры круга, как весьма частный 
случай, и окончательно разрешает относящиеся сюда 
вопросы с величайшей общностью и полнотой. 

Дуга круга, хорда которой — измеренная радиусом 
круга — выражается алгебраически, не может быть 


— 
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выпрямлена посредством геометрических построе- 
ний, пользующихся лишь алгебраическими кривы- 
ми и поверхностями; точно так же невозможна 
при тех же условиях квадратура сектора, 
соответствующего этой дуге. 

„Действительно, полагая радиус круга равным еди- 
нице, а длину дуги равной х, получаем для соответ- 


. Хх 
ствующей хорды длину 2 $1п 5, для площади же сек- 


х 
тора величину 5; поэтому, если бы возможно было по- 


строением указанного вида получить отрезок, равный 
дуге х, или осуществить квадратуру соответствующего 


._ Хх 

сектора, то это значило бы, что между хи 2515 

есть алгебраическая зависимость. Но такой зависи- 
._ ЛХ 

мости не может быть, если 2 $1 —- есть алгебраи- 


ческое число“. 

Исследования Линдемана дали окончательное реше- 
ние задачи, замечательной не только своим древним 
происхождением, но также ролью, сыгранною ею 
в истории математики. Будучи первоначально чисто 
геометрической задачей сравнительно второстепен- 
ного значения, задача о квадратуре круга в течение 
веков превратилась в чрезвычайно интересную ариф- 


метическую задачу. На ней отразились все наиболее 


важные изменения, которые постепенно испытывали 
математические воззрения и методы; она изменяла 
вместе с ними и при помощи их свою форму, пока, 
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наконец, постановка вопроса не стала столь ясной 
и точной, что мог получиться определенный ответ. 
Задача о квадратуре круга участвовала во всех этих 
изменениях отнюдь не пассивно, но именно вслед- 
ствие того, что она постоянно и притом в изменяю- 
щемся виде привлекала внимание математиков, она 
оказала сильное влияние на развитие математических 
наук и в особенности тех теорий, которые привели 
к решению вопроса. 


АРХИМЕЛ 
(287—212) 


Измерение КРУГА. 


| 


Каждый круг равен прямоугольному треуголь- 
нику, если радиус равен одной из сторон, заключа- 
ющих прямой угол, а окружность равна основанию. 

Пусть круг АВС находится в таком отношении 
к треугольнику Е, как предложено (фиг. 1). Говорю, 
что они равны. 

Пусть, если это возможно, круг будет больше. 
Впишем в круг квадрат АС и будем делить каждую 
дугу пополам до тех пор, пока сумма всех сегментов 
не сделается меныше разности между кругом и тре- 
угольником86. Полученная прямолинейная фигура87 
будет, следовательно, больше треугольника. Возьмем 
центр Л и перпендикуляр №Х, он будет меньше 
одной из сторон треугольника. В то же время пери- 
метр прямоугольной фигуры менее второй стороны 
треугольника, потому что он меныше окружности. 
Итак, прямолинейная фигура меньше треугольника Ё, 
что невозможно. 
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Пусть теперь, если это возможно, круг меньше 
треугольника Е. Опишем около круга квадрат и бу- 
дем делить каждую дугу круга пополам, а через точ- 
ки деления будем проводить касательные. Угол ОАЮ 
будет прямым и, следовательно, ОР больше, чем МА, 
так как МА равно АЮ. Поэтому треугольник ЮОР 


Фиг. 1. 


больше половины фигуры ОЙАМ. Пусть, наконец, 
останутся отрезки, как РЁА, которые, вместе взя- 
тые, будут меньше, чем избыток треугольника Е над 
кругом АВСОЗ. 

Описанная прямолинейная фигура будет, таким об- 
разом, меньше треугольника Ё, что невозможно, 
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потому что она больше. В самом деле, МА равна 
высоте треугольника, а периметр болыпе основания 
треугольника. 

Следовательно, круг равен треугольнику ВБ. 


П 


Круг относится к квадрату своего диаметра 
(приблизительно), как 11 к 14. 


С 0 6 2 


Фиг. 2. 


Пусть будет дан круг (фиг. 2) диаметра АВ, около 
которого описан квадрат СЁ; положим далее, что ДС 
вдвое больше СО, и СИ равно одной седьмой СО. 

Так как АСС относится к АС), как 21 к Т, а 
АСР к АСОИ, как 7 к 1, то АС относится к АСД, 
как 99 к 7. Но квадрат СЁ в четыре раза больше 
треугольника АСО, треугольник же АСР равнове- 
лик кругу АВ (так как высота АС равна радиусу 
основание же равно трем и одной седьмой диаметра, 
т. е., как будет доказано, приблизительно равно окруж- 
ности. Таким образом круг относится к квадрату СЕ 
(приблизительно), как 11 к 14. 


То квадратуре круга 
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Ш 


Длина окружности превышает утроенный диа- 
метр менее чем на одну седьмую, но более чем на 
десять семьдесят первых диаметра. 

1. Пусть дан круг, диаметр АС, центр Е, касатель- 
ная (фиг. 3) СГВ, и пусть угол ВЕС составляет треть 
прямого угла. В таком случае ЕВ относится к ВС, 


Зо х 


Фиг. 3. 


как 306 к 153, напротив, ЕС к СВ (приблизительно), 
как 265 к 153. 

Далее, пусть прямая ЕД делит угол ВЕС пополам. 
Тогда ВЕ относится к ЕС, как ВО к ОС. Посред- 
ством соединения, а затем перестановки получаем 
отсюда, что ВЕ вместе с ЕС так относятся к ВС, 
как ЕС к СР. Поэтому 1 отношение СЁ к СРО больше, 
чем отношение 571 к 153. Следовательно, квадрат 
ЕР относится к квадрату СО (приблизительно), как 
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349450 к 23409, поэтому отношение? длин, т. в. 
ЕР к ЕС (приблизительно) равно 591 з: 153. 


Деля снова угол ДЕС пополам прямою ЕН, нахо- 
дим таким же образом, что отношение ЕС к СН 


больше, чем отношение 1162 к 153, и потому 
отношение 93 НЕ к НС в свою очередь больше, чем 
отношение 1172 к 158. 

Далее делим угол НЕС прямою ЕК пополам. Тогда 
отношение ЕС к СК более, чем отношение 23341 
к 153 и, следовательно, отношение ЕК и СК более, 
чем отношение 94 2339 : 153. 

Затем угол КЕС снова делится пополам прямою 
[Е. Тогда отношение ЕС к ГС больше, чем отно- 
шение 35 4673- к 153. 


Так как угол ВЕС, который составляет треть пря- 
мого угла, четыре раза был разделен пополам, то угол 
ГЕС составляет одну сорок восьмую часть прямого 
угла. Отложим при точке Е равный ему угол СЕМ. 
В таком случае угол ГЕ/ составит одну двадцате 
четвертую часть прямого и, следовательно, отрезок 
ЕМ представляет собою сторону 96-угольника, описан- 
ного около круга. Так как доказано, что отношение 
ЕС к СЕ больше, чем 4673 5 к 153, и так как АС 


вдвое больше ЕС, а [М вдвое больше СЁ, то отно- 
шение ДС к периметру описанного 96-угольника 


больше, чем 4673 5 к 14688. Последнее число: втрое 
7* 
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1 
больше первого, увеличенного на 667, т. е. на Чис- 


1 
ло, меньшее, чем одна седьмая 4673 -. Таким обра- 


зом периметр описанного около круга многоугольни- 
ка равен утроенному диаметру, увеличенному менее 
чем на седьмую его часть. Тем более поэтому 
окружность круга будет меньше утроенного диаметра; 
увеличенного на седьмую долю его. 


Н 
К 
[ 
[й 


Е 
Фиг. 4. 


2. Пусть будет дан круг (фиг. 4), диаметр АС 
и пусть угол ВАС составляет треть прямого. Тогда 
отношение АВ к ВС менее, чем 1351 к 780, между 
тем как отношение 96 АС к СВ равно 1560: 780. 

Делим угол ВАС прямою АД пополам. Так как 
угол ВАШ равен углу ДОСВ и углу РАС, то 
углы ОСВ и РАС также равны между собой. Далее, 
общим будет прямой угол АДС, поэтому и третьи 
углы ДЕС и АДС равны и, следовательно, треуГоль - 
ник АБС подобен треугольнику СОР. Вследствие 
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этого АД относится к ОС, как СО к ПРЕ и как 
АС к СР. Но так же, как АС относится к СЁ, 
относятся и СА и АВ, вместе взятые, к ВСУ". 
Поэтому АД так относится к ДС, как взятые 
вместе СА и АВ к ВС. Следовательно, отномение 
АД) к ШС менее, чем отношение 2911 к 780, и 
отношение АС к ЮОШОС менее %, чем отношение 


3013 2 к 780. 

Угол САР делим пополам прямой АН. Тогда на 
точно таком же основании отношение АНк ДС менее, 
чем отношение 5924 т к 780 или чем отношение 
1823 к 240, так как каждое из этих последних 
чисел составляет а соответствующего из прежних. 
Поэтому 9 АС относится к СН (приблизительно), 
как 1838 2. к 240. 

Далее, угол НАС делится пополам прямой КА. 
Тогда отношение АК и КС менее, чем отношение 
(3661 ;; к 240 или чем)100 1007 к 66, так как каж- 


дое из этих последних чисел составляет 3 преды- 
лущих. Следовательно 101, ДС относится к СК (при- 
близительно), как 1009 к 66. 

Делим еще угол АС прямою ГА пополам. Тогда 
отношение АЁ к ГС менее, чем отношение 2016- 
к 66, и отношение ДС к СЁ менее 192, чем отношение 


2 017 4- к 66. 
4* 
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Поэтому, наоборот, отношение периметра много- 
угольника к диаметру более, чем 6336 к 2017- 
что составляет более, чем три и десять семьдесят 
первых числа 2017 т. Итак, периметр вписанного 
в круг 96-угольника превосходит утроенный диаметр 
больше, нежели на п последнего. Следовательно, тем 
более окружность превышает длину утроенного диа- 
метра более, чем на 7 долей его. 


Таким образом длина окружности более утроен- 
ной длины диаметра, а именно превышает послед- 


1 10 
нюю менее, чем на 7`, НО более, чем на 7т› диаметра. 


ХРИСТИАН ГЮИГЕНС 
(4629 — 1695) 
О НАЙДЕННОЙ ВЕЛИЧИНЕ 
КРУГА 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


Так как я произвел недавно в связи с древней за- 
дачей о квадратуре круга, пользующейся большей 
известностью, чем какая-либо другая задача, даже у 
лиц, несведущих в математике, исследование, ко- 
торое кажется мне заслуживающим труда, и так как 
я при этом достиг результатов, которые, как полагаю 
лучше до сих пор известных, то я намерен предста- 
вить их геометрам вместе с доказательствами. Дей- 
ствительно, я держусь того мнения, что эти доказа- 
тельства не только полезны для изучения указанных 
результатов, но и как раз вследствие своей новизны 
могут побудить к открытию еще скрытых фактов, ибо мне 
думается, что и в этой области, в которой все рабо- 
тали с величайшим напряжением своих сил, осталось 
еще сорвать не один достойный труда плод. Правда, 
очень многие уже пытались раньше присвоить себе 
славу открытия квадратуры и многократно публиковали 
эти разнообразнейшие открытия, смешивая верное с 
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ложным. Но мы знаем, что полная несостоятельность 
всего этого обнаружена более сведущими людьми, 
и что до настоящего времени из всех предложений, 
на которых основывались при измерении круга, одно 
только твердо установлено, а именно то, что круг 
больше вписанного в него многоугольника и меньше 
описанного около него многоугольника. Я же хочу дать 
более точное определение величины круга и показать, 
что, если построить два многоугольника, как сред- 
ние пропорциональные между одноименными вписан- 
ным и описанным многоугольниками, то периметр 
меньшего из них больше окружности, между тем 
как площадь второго в том же отношении боль- 
ше площади круга. Это предложение является самым 
трудным и наиболее заслуживающим внимания из 
тех предложений, которые я хочу доказать, но среди 
них есть и другие, не только дающие большую точ- 
ность, но и более пригодные для приложений; я не 
буду, однако, их здесь перечислять, так как в дальнейшем 
они будут понятнее. Зато, будет полезно вкратце 
показать, насколько важны для изучения  гео- 
метрии эти легко применимые на практике теоремы. 
Весь материал разработан мной двумя способами: 
сначала я рассматриваю т0, что доказывается при 
помощи одних лишь обыкновенных элементов гео- 
метрии, а затем я применяю также теорию центра 
тяжести. Обе части посвящены не только вычис- 
лению длины всей окружности, но также и опреде- 
лению отрезков, равных произвольным дугам. Прием, 
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указываемый в первой части, приводит к простому меха- 
ническому построению даже тогда, когда требуется 
весьма большая точность. С помощью этого приема, 
пользуясь только 12-угольником, можно, если перей- 
дем к численному определению, получить то отношение 
окружности к диаметру, которое Архимед нашел лишь 
из рассмотрения 96-угольника. Далее, между тем как 
многоугольник с 10800 сторонами по старому спо- 
собу дает только границы 62831 852 и 62831 855 
при диаметре, равном 20000000 частей, по нашему 
методу, как увидим, получаются границы 


6 283 185 307 179584 и 6283 185 307 179 589. 


Вообще, каково бы ни было число сторон много- 
угольника, мы получаем всегда вдвое больше пра- 
вИльных знаков, чем прежним способом. Это выте- 
кает из столь же определенного основания, как то, 
что квадрат числа имеет по большей части вдвое 
более знаков, чем само число. Но еще большие пре- 
имущества дает применение некотбрых свойств центра 
тяжести; этим путем, повидимому, мы больше при- 
ближаемся к разрешению непреодолимой задачи. Дей- 
ствительно, для получения архимедовых границ длины 
окружности достаточно теперь знать только сторону 
правильного треугольника. Из 60-угольника мы уже 
знаем, что длина окружности содержится между 
31415 926 533 и 31415 926 538, если диаметр равен 
10000000000 частей, между тем как обычным 
способом получаются лишь пределы 3140 и 3145. 
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Я могу, таким образом, сказать, что получаю этим 
приемом более чем тройное число правильных знаков, 
подобно тому как предыдущий прием дает их вдвое 
более; и это соотношение сохраняется подобно тому, 
как при больших числах куб дает тройное число знаков. 

Если поэтому в будушем кто-нибудь неправильно 
определит длину окружности, то для опровержения 
его выводов не будет необходимости рассматривать 
чрезвычайно большое число многоугольников, но до- 
статочно будет короткого, нисколько не запутанного 
вычисления, на которое он не сможет уже так легко 
набросить подозрение в ошибочности, как это бы- 
вало обыкновенно до сих пор. Далее, если бы при 
составлении таблицы хорд, для которой особенно 
важно отсутствие ошибок, вкралась какая-нибудь по- 
грешность, то было бы нетрудно при помощи пред- 
лагаемых вычислений исправить ошибку, так как те- 
перь возможно посредством совершенно нового ме- 
тода находить по хорде круга длину отвечающей ей 
дуги. Даже в случае отсутствия таблиц можно легко, 
как будет показано, по данным сторонам треуголь- 
ника определить его углы и притом так точно, что 
уклонение от истинного значения никогда не достиг- 
нет двух секунд, часто же не достигнет даже одной 
шестидесятой части секунды. Смею думать, что и 
это нельзя считать незначительным приобретением. 
Я узнал, впрочем, что Декарт (Кепаи$ СаЦез!и$), от- 
крытия которого осветили так блестяще всю фило- 
софию и особенно математику, также написал кое- 
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4то 0б этом предмете. Говорят, что написанное им 
найдено после его смерти среди его набросков, но 
мне до сих пор не удалось ничего узнать ни о ме- 
тодах, ни о результатах, которые он получил. Но 
существует „Циклометрия“ ученого геометра Вилле- 
брорда Снеллия -— сочинение, составленное с большой 
тщательностью, содержание которого полностью за- 
ключается в настоящей работе. Этот исследователь, 
без сомнения, заслуживал бы немалой похвалы, если 
бы ему удалось доказать оба важнейшие предложения, 
на которых, как на фундаменте, построено все сочи- 
нение. Но то, что он предлагает там в качестве до- 
казательства названных теорем, не имеет для уста- 
новленных предложений никакой силы, между тем 
как самые предложения, которые я доказал с по- 
мощью совершенно ясного приема, содержат весьма 
замечательную истину. 

Я полагал, что могу с полным правом включить 
эти предложения в настоящее сочинение, так как 
доказательство их покоится на том, что я сам нашел, 


ТЕОРЕМА ПЕРВАЯ 


Если в круговой сегмент, меньший полукруга, впи- 
сать, наибольший треугольник и таким же обра- 
зом затем вписать по треугольнику в оба остав- 
шиеся сегмента, то площадь первого треуголвника 
меньше учетверенной площади двух других тре- 
угольников; вместе взятых. 
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Пусть сегмент АВС (фиг. 1) менее полукруга, 
ВР диаметр; наибольшим вписанным треугольником 
булет в таком случае АБС, т. е. треугольник, имею- 
щий то же основание и ту же высоту, что и сег- 
мент. В оба остальные сегмента впишем также наиболь- 
шие треугольники АЕВ и ВЕС. Я утверждаю, что 


В 


0 
Фиг. 1. 


треугольник АВС меньше, чем учетверенная сумма 
треугольников АЕВ и БЕС. 

Действительно, проведем прямую ЕЁ, пересекаю- 
шую диаметр в точке С. Так как дуга АВ в точке 
Е делится пополам, то каждая из хорд ЕА и ЕВ 
болыпше половины хорды АВ. Следовательно, квадрат 
АВ меньше учетверенного квадрата ЕВ или ЕА. Но 
квадрат АВ так относится к квадрату ЕВ, как от- 
резок ОВ —к отрезку СВ, ибо квадрат АВ равен 
нрямоугольнику, составленному из ВД и целого диа- 
метра круга, квадрат же ЕВ равен прямоугольнику, 
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составленному из того же диаметра и отрезка ВО. 
Ноэтому ВО менее учетверенного ВО. Но АС также 
менее удвоенного ЕР, так как этот отрезок равен 
АВ. Отсюда следует, что треугольник АВС менее 
увосьмеренного треугольника ЕВР. Но этому тре- 
угольнику равны порознь треугольники ДЕВ и ВЕС. 
Таким образом треугольник АВС меньше, чем учет- 
веренная сумма этих двух последних треугольников, 
что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ВТОРАЯ 


Пусть дан круговой сегмент, меньший полукруга, 
и треугольник, имеющий общее основание с сегмен- 
том и боковые стороны, касательные к сегменту; 
в таком случае касательная, проведенная через 
вершину сегмента, отсекает от данного треуголь- 
ника новый треугольник, который больше поло- 
вины наибольшего вписанного в сегмент треуголь- 
ника. 


Пусть будет круговой сегмент ДВС (фиг. 2) менее 
полукруга и В его вершина. Через концы его осно- 
вания проведем касательные АЕ и СЁ, которые 
встречаются в Е: они встречаются, потому что сег- 
мент меньше полукруга. Затем проведем касательную 
Е@ через вершину В сегмента и затем прямые АВ 
и ВС. Требуется доказать, что треугольник РЕС 
больше половины треугольника АВС. 
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Ясно, что треугольники АЕС и РЕС, как и АЕВ 
и ВОС, суть равнобедренные треугольники, и отре- 
зок ЕС в точке В делится пополам. Но сумма сто- 
рон РЕ и ЕС более, чем ЕС, поэтому ЕЁ более, 
чем ЕВ или РА, а следовательно, весь отрезок АЕ 
меньше двойного РЕ. Поэтому треугольник РЕС боль- 


Фиг. 2. 


ше четверти треугольника АЕС. Но высота треуголь- 
ника АВС относится к высоте треугольника АЕС, 
как РА к АЁ, основание же у обоих треугольников 
АС общее. 

Следовательно, так как ЕА меньше половины АЁ, 
то и треугольник АВС будет меньше половины тре- 
угольника АЕС. Но треугольник РЕС оказался боль- 
ше четверти того же треугольника. Следовательно, тре- 
угольник РЕС больше половины треугольника АВС, 
что и требовалось доказать. 
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Отношение всякого кругового сегмента, меньшего, 
чем полукруг, к наибольшему вписанному в него 
треугольнику больше, чем 4:5. 

Пусть дан круговой сегмент, меньший полукруга, 
и вписанный в него наибольший треугольник АВС 


В 


г 
1 


Фиг. 3. 
(фиг. 3). Я утверждаю, что отношение сегмента к 
этому треугольнику больше, чем 4:3. 

В самом деле, впишем в оба остальные сегмента 
наибольшие треугольники АДВ и ВЕС. В таком 
случае ($ 1) треугольник АВС меньше, чем учетве- 
ренная сумма этих двух треугольников, и можно по- 
этому прибавить к треугольнику АВС такую площадь, 
чтоб с нею вместе этот треугольник составил площадь, 
меньшую, чем учетверенная сумма треугольников 
АРВ и ВЕС. Сообразно с этим пусть прилежащий 
треугольник АРС будет выбран так, что вся пло- 


8 О квадратуре круга 
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щадь АВСЕ была меньше, чем учетверенная сумма 
треугольников АОВ и ВЕС. Вообразим себе, что в 
остальные сегменты опять вписаны наибольшие тре- 
угольники, в те, которые после этого останутся, — 
еще раз и т. д., пока не окажется, что сегменты, в 
которые мы в последний раз вписали треугольники, 
вместе взятые, будут меньше, чем треугольник АРС, 
что наверное когда-нибудь случится. Тогда эти на- 
последок вписанные треугольники также будут 
менее треугольника АРС. Теперь четверть площади 
АВСЕ менее суммы обоих треугольников АДВ 
и ВЕС, четвертая часть этой суммы опять-таки менее 
суммы четырех треугольников, вписанных в следую- 
щие сегменты, четвертая часть суммы этих опять 
менее, чем сумма следующих, и т. д., сколько бы 
ни вписывать еще треугольников. Поэтому площадь, 
составленная из четырехугольника АВСЁЕ и остальных 
треугольников, еще увеличенная на одну треть впи- 
санных напоследок треугольников, больше, чем -=- 
четырехугольника АВСРЁ. Действительно, Архимед до- 
казал, что если даны какие-либо площади, из кото- 
рых каждая последующая составляет =- предыдущей, то 
сумма всех этих площадей, увеличенная на одну треть 
меньшей из них, относится к большей из них, как 
4 к 3. После вычитания получаем, таким образом, 
что.все треугольники, вписанные в сегменты АДВ и 
ВЕС, увеличенные на одну треть треугольников, впи- 
санных напоследок, больше, чем одна треть площа- 
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ди АВСЁ. Но последняя треть меньше одной трети 
треугольника АСР. Поэтому, если отнимем, с одной 
стороны, одну треть вписанных напоследок треуголь- 
ников, а с другой стороны, отнимем из площади 
АВСЕ прилежащий треугольник АСР, то сумма всех 
треугольников, вписанных в сегменты АДВ и ВЕС, 
будет больше одной трети треугольника АВС. Сло- 
жением получаем, наконец, что вся прямолинейная фигу- 
ра, вписанная в сегмент, а тем более сам сегмент, боль- 


4 
ше -- треугольника АВС, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ЧЕТВЕРТАЯ 


Всякий круговой сегмент, меньший, чем полукруг, 
менее двух третей треугольника, описанного около 
сегмента и имеющего с ним общее основание. 


Пусть дан круговой сегмент, меньший, чем полу- 
круг, и пусть прямые АД и СО (фиг. 4) будут ка- 
сательными, проходящими через концы его основания, 
а Д — точка их пересечения. Я утверждаю, что сег- 
мент АВС меныше двух третей треугольника АДС. 

В самом деле, проведем прямую, котбрая касается 
сегмента в вершине В, и впишем наибольший тре- 
угольник АВС. Так как треугольник ЕДЕ больше 
половины треугольника АВС ($ 2), то ясно, что мо- 
жно отнять от него такую часть, чтоб и остаток тоже 
был больше половины названного треугольника АВС. 
Пусть будет сообразно с этим отсечен треугольник 
ЕРО. Затем проведем прямые Н/У и ЕЁ, которые 
8* 
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касаются сегментов АМВ и ВМС в их вершинах, 
и впишем в эти сегменты наибольшие треугольники. 
Таким же образом поступим с оставшимися сегмента- 
ми и т. д., пока, наконец, остаточные сегменты, 
вместе взятые, не будут менее удвоенного треуголь“ 


Фиг, 4, 


ника ЕОДО. В таком случае некоторая прямолиней- 
ная фигура будет вписана в сегмент, а другая описа- 
на около него. Но так как треугольник ЕОР боль- 
ше половины треугольника АВС, а треугольники 
НЕТУ и КЕГ больше половины треугольника АМВ и 
ВМС, и то же соотношение сохраняется для всех 
последующих сегментов, а именно треугольники, ос- 
нования которых проходят через вершины сегментов, 
более половины соответствующих треугольников, 
вписанных в сегмент, то отсюда следует, что сумма 
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всех лежащих вне сегмента треугольников, даже после 
вычитания ЕСД, больше половины суммы всех впи- 
санных в сегмент треугольников. Но треугольник ЕС 
также больше половины упомянутых раньше остаточ- 
ных сегментов. Следовательно, треугольник ЕШБР, 
сложенный со всеми остальными находящимися вне 
сегмента треугольниками, больше половины всего сег- 
мента АВС. Поэтому площадь, ограниченная каса- 
тельными АД, ОС и дугой АВС, тем более должна 
быть больше половины сегмента АВС. Отсюда сле- 
дует, что треугольник АДС больше > сегмента, АВС, 
что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ПЯТАЯ 


Всякий круг больше вписанного в него равносто- 
роннего многоугольника, увеличенного на одну треть 
величины, на которую этот многоугольник превос- 
ходит другой вписанный многоугольник, с вдвое 
меньшим числом сторон. 


Пусть будет дан круг © центром С (фиг. 5); пусть 
будет в него вписан равносторонний многоугольник, 
одна из сторон которого есть ДВ. Пусть, кроме того, 
будет вписан другой такого же рода многоугольник, 
которого две стороны АД и ОВ стягиваются сторо- 
ной ДВ. Этот многоугольник поэтому болыне перво- 
го. Пусть одна треть разности будет равна площади 1. 
Я утверждаю, что круг больше, чем многоугольник 
АРВ, сложенный © площадью Я. 
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В самом дёлё, проведем из центра прямые СА и СВ. 
Так как круговой сегмент АДВ больше четырех 
третей вписанного в него треугольника АДВ ($ 3), 
то сегменты АД и ОВ, вместе взятые, больше одной 
трети треугольника АДВ. Поэтому сектор САВ 
больше четыреугольника САДВ, увеличенного на 
одну треть треугольника АДВ. Но как сектор САВ 
относится ко всему кругу, так четыреугольник САДВ 


0 


Фиг. 5. 


относится к многоугольнику АДВ, и так же треть 
треугольника АДВ относится к одной трети разности 
между многоугольником АДВ и многоугольником АВ. 
Ясно поэтому, что и весь круг больше многоуголь- 
ника АДВ, увеличенного на одну треть разности между 
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многоугольником АДВ и многоугольником АБ, т.е. 
увеличенного на площадь Н, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ШЕСТАЯ 


Всякий круг меньше двух третей описанного 
около него равностороннего многоугольника, увели- 
ченного на одну треть площади подобного ему 
вписанного многоугольника. 


Фиг. 6. 


Пусть будет дан круг с центром А (фиг. 6); пусть- 
будет в него вписан равносторонний многоугольник, 
сторона которого есть ВС, и около него описан дру- 
гой подобный ему многоугольник, стороны которого 
касаются круга в вершинах первого многоугольника. ` 
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Я утверждаю, что круг меньше двух третей много- 
угольника РЕС, увеличенного на одну треть много- 
угольника ВС. 

В самом деле, проведем через центр прямые АВ 
и ДС. Так как боковые стороны треугольника ВЕС, 
имеющего общее основание с сегментом ВОС, каса- 
ются последнего, то этот сегмент менее двух третей 
треугольника ВЕС ($ 4). Поэтому, если к треуголь- 
нику АВС прибавить две трети треугольника ВЕС, 
т. е. две трети разности между четыреугольником 
АВЕС и треугольником АВС, то полученная площадь 
будет больше, чем круговой сектор АВС. Но совер- 
шенно все равно, прибавлять ли к треугольнику АВС 
две трети названной разности, или прибавить две 
трети четыреугольника АВЕС и, напротив того, 
отнять две трети треугольника АВС; но таким обра- 
зом получаются две трети четыреугольника АВЕС, 
сложенные с одной третью треугольника АВС. Сле- 
довательно, сектор АВС меньше двух третей четыре- 
угольника АВЕС, сложенных с одной третью треуголь- 
ника АВС. Умножая все на число сторон многоуголь- 
ника, заключаем, что весь круг меньше, чем две 
трети описанного многоугольника РЕД, увеличенных 
одной третью вписанного многоугольника ВС, что 
требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА СЕДЬМАЯ 


Длина всякой окружности больше периметра 
вписанного в нее равностороннего многоугольника, 
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увеличенчого на одну треть разности между этим 
периметром ци периметром другого вписанного мно- 
гоугольника с вдвое меньшим числом сторон. 


Пусть в круг АВ с центром О (фиг. 7)13 будет 
вписан равносторонний многоугольник АСР и другой 
многоугольник АБСВЬЕ с двойным числом етерон. 


М 
Фиг. 7. 


Пусть отрезок СЛ будет равен периметру многоуголь- 
ника АЕСВПОР, а отрезок СН — периметру многоуголь» 
ника АСО. Разность двух периметров есть поэтому 
отрезок НУ, третью часть которого УК прибавим 
к отрезку СЛ Я утверждаю, что длина окружности 
АВ больше, чем весь отрезок СК. 
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В самом деле, впишем в круг еще третий равно- 
сторонний многоугольник АРЕМС, имеющий вдвое 
более сторон, чем АЕСВОЕ. Затем построим тре- 
угольники, имеющие основаниями соответственно СЛ, 
Н.Т и УК, общую вершину № и высоту, равную 
радиусу круга. Но так как основание СН равно пе- 
риметру многоугольника АСД, то треугольник СОМН 
равен многоугольнику с двойным числом сторон, 
т. е. равен многоугольнику АЕСВОЕ. Это вытекает 
из следующего: если из центра проведем прямые ОА 
и ОЕ, из которых последняя пересекает АС в точке Р, 
то треугольник АЕО будет равен треугольнику, 
имеющему основание АР и высоту, равную радиусу 
ОЕ. Но сколько раз треугольник АЕО содержится 
в многоугольнике АЕСВРР, столько же раз отре- 
зок АР содержится в периметре АСО. Поэтому 
многоугольник АЕСВОЕ будет равен треугольнику, 
имеющему основанием периметр АСО и высоту, 
равную радиусу ЕО, т. е. равен треугольнику СМН. 
По той же самой причине треугольник СМЛ, как 
имеющий основание С.Л, равное периметру АЕСВОЕ, 
и высоту, равную радиусу круга, будет равен мно- 
гоугольнику АГЕМС. Поэтому треугольник НМ/Л 
равен разности между многоугольником АРГЕМС и 
многоугольником АЕСВОЕ. Но треугольник //М№К’ по 
построению составляет треть треугольника НМЛ; 
следовательно, он составляет треть упомянутой раз- 
ности. Поэтому ($ 5) весь треугольник НМК меньше: 
круга ДБ. Но высота треугольника равна радиусу круга. 
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Поэтому ясно, что отрезок СК меньше окружности 
круга, что и требовалось доказать. 

Отсюда следует, что если от четырех третей пери- 
метра вписанного многоугольника отнять одну треть 
периметра другого вписанного многоугольника с вдвое 
меньшим числом сторон, то остаток будет меньше 
окружности круга, ибо безразлично, прибавить ли 
к большему периметру одну треть разности между ним 
и меньшим периметром, или же прибавить одну треть 
бблышего периметра и отнять одну треть меньшего 
периметра. Но это дает четыре трети большего пери- 
метра без одной трети меньшего. Если, например, 
из 16 сторон 12-угольника отнять две стороны 
б-угольника, т. е. диаметр круга, то остаток будет 
меньше длины окружности, или, если отнять из 8 
сторон 12-угольника радиус, то остаток будет меньше 
полуокружности. А это полезно для механического 
построения, потому что, как будет доказано позже, 
разница незначительна. 

Из предыдущего следует, далее, для каждой дуги, 
которая меньше полуокружности, что если к хорде 
придать третью часть разности, на которую хорда 
превышает синус, то сумма будет меньше; чем руга. 


ТЕОРЕМА ВОСЬМАЯ 


Если через один конец диаметра круга: проведем 
касательную, а- через другой конец секущую, кото- 
рая пересекает окружность и эту касательную, то 
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9ве трети отрезка касательной, увеличенные на 
одну треть перпендикуляра, опущенного на диа- 
метр из точки пересечения секущей с окружностью, 
будут больше отсеченной дуги круга, прилежащей 
к касательной. 


Фиг. 8. 


Пусть будет дан круг (фиг. 8) с центром Д и диа- 
метром ВС, и СО — касательная к кругу в точке С. 
Пусть, далее, секущая ВО, проходящая через дру- 
гой конец диаметра, пересекает окружность в точке Е 
и, наконец, пусть ЕЁ будет перпендикулярна диа- 
метру ВС, Я утверждаю, что две трети отрезка каса- 
тельной СО, увеличенные на одну треть ЕР, будут 
больше дуги ЕС: 
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В самом деле, проведем прямые АЕ и ЕС и по- 
строим в ЕЁ касательную к кругу, которая пересечет 
касательную СО в точке С. В таком случае СЕ 
равно СС и также ОДС; действительно, если из точки С 
как центра опишем круг, который проходит через 
точки Си В, то он пройдет также через Д вслед- 
ствие того, что угол СЕР — прямой. Но выше было 
доказано, что две трети четыреугольника АЕСС, 
увеличенные одной третью треугольника АЕС, больше 
сектора АЕС (5 6). Но четыреугольник АЁЕСС равен 
треугольнику, имеющему основанием удвоенное СС, 
т. е. СО и высоту СА; треугольник же АЁЕС равен 
треугольнику, имеющему основанием ЕЁ и высотой 
АС. Отсюда следует, что две трети четыреуголь- 
ника АЕСС, увеличенные на треть треугольника АЁЕС, 
равны треугольнику, которого основанием служит 
сумма двух третей СР и одной трети ЕР, а высотой 
радиус АС. Поэтому этот треугольник также будет 
больше сектора АЕС. А отсюда следует, что основа- 
ние его, т. е. составленный из двух третей СО и 
одной трети ЕЁ отрезок, больше дуги СЁ, что и 
требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ДЕВЯТАЯ 


Окружность всякого круга меньше, чем две тре- 
ти периметра равностороннего вписанного много- 
угольника, увеличенного на одну треть периметра - 
подобного ему описанного многоугольника. — 
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Пусть в круг с центром Д будет вписан правиль- 
ный многоугольник, сторона которого есть СО (фиг. 9); 
пусть также около круга будет описан подобный 
многоугольник со сторонами, параллельными сторо- 
нам предыдущего, и пусть будет ЕР одна из сторон 


второго многоугольника. Я утверждаю, что длина 
всей окружности меньше, чем две трети периметра 
многоугольника СО, увеличенные на одну треть пери- 
метра многоугольника ЕР. 

В самом деле, проведем диаметр ВО круга, кото- 
рый в точке Н делит попо“ам сторону. вписанного 
многоугольника СО и в то же в,к:`п в точке С де- 
лит пополам сторону описанного многоугольника ЕЕ 
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(очевидно, кроме того, что точка С будет точкой 
касания стороны ЕР). Отложим НЕЁ равным НО и 
проведем прямые АС и ВС; пусть продолжение ВС 
встретит сторону ЕР в точке К, между тем как про- 
должение АС попадает в вершину Е описанного 
многоугольника. Но вследствие того, что НЕЁ равно 
НС, ВЕ будет вдвое больше АН. Поэтому ЦА от- 
носится к АН, как СВк ВГ. Но отношение `НВ 
к ВЕ больше, чем отношение СВ к ВН, так как раз- 
ность между отрезками СВ и НВ равна разности 
между НВ и В[194. Поэтому отношение СВ к ВЕ 
или, что то же, СА к АН, будет больше, чем квад- 
рат отношения СВ к ВН. С другой стороны, отно- 
шение СА к АН равно отношению ЕС к СН, отно- 
шение же ОВк ВН равно отношению КА к СН. 
Поэтому отношение ЕС к СН в свою очередь больше 
квадрата отношения КС и СН. Следовательно, отно- 
шение ЕС к КО больше, чем отношение КО к СН. 
Отсюда следует, что Е@, увеличенное на СН, больше 
удвоенного К. Беря одну треть всего этого, на- 
ходим, что треть ЕС и СН, взятых вместе, больше 
двух третей КС. Прибавляя еще одну треть СН, по- 
лучим, что треть ЕС, увеличенная на две трети СЯ, 
будет больше, чем две трети КО, увеличенные на 
одну треть СН. Но дуга СОС ($ 8) меньше этой 
послелней суммы. Поэтому две трети СН, увеличен- 
ные на одну треть ЕС, наверное, больше этой дуги СЦ. 
Если повторим все столько раз, сколько раз дуга ВЦ 
заключается в окружности, то найдем, что две трети 
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периметра многоугольника СО, увеличенные на одну 
треть периметра многоугольника ЕЁ, больше длины 
всей окружности, что и требовалось доказать. 


На основании того же каждая дуга круга, мень- 
шая, чем квадрат, меньше, чем две трети ее синуса, 
увеличенные на одну треть ее тангенса. 


ЗАДАЧА ПЕРВАЯ 


Найти отношение длины окружности к диаметру 
с какой угодно точностью. 


Что отношение длины окружности к диаметру 
меньше 31/, и больше 3!0/.,—показал Архимед с по- 
мощью вписанного и описанного многоугольников 
о 96 сторонах. Но то же самое я покажу здесь при 
помощи 12-угольника. 

Действительно, сторона вписанного в круг 19-уголь- 
ника больше, чем 51763], таких частей, каких радиус 
содержит 10000; поэтому двенадцать сторон, т. е. 
периметр всего многоугольника содержит больше, чем 
62 1161, этих частей; периметр вписанного 6-уголь- 
ника, т. е. шесть радиусов, составляет 60 000 частей. 
Поэтому периметр 12-угольника превышает периметр 
б-угольника более чем на 21161], частей. Треть этого 
избытка поэтому больше, чем 7051/5. Следовательно, 
периметр 12-угольника, увеличенный на одну треть 
разности между ним и периметром б-угольника, 
больше суммы 62 1161/, и7051/., т. е. больше 62 822 
частей. Длина окружности будет поэтому, наверное, 
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больше этой суммы ($ 7). Но отношение 628922 к 
длине диаметра 20 000 более, чем З-т. Следователь- 
но, отношение окружности к диаметру тем более 


превосходит это число. 


Так Как, с другой стороны, сторона вписанного 
2 
5,’ 


2 
т. е. „ периметра, будут меньше, чем 41411 = 


12-угольника менее 5176 то восемь его сторон, 


Далее, так как сторона описанного 12-угольника 
меньше 9359, то четыре его стороны, т. е, одна 


треть периметра, меньше 21 436. Поэтому - периме- 


тра вписанного 12-угольника, увеличенные одной 
третью периметра описанного, будут меньше, чем 


| 
62 847 >-. Но длина окружности еще менее предше- 
ствующей суммы ($ 9), поэтому ее отношение к диа- 


1 

метру меньше, чем отношение 62 847 = к 20000, и 

следовательно, безусловно меньше отношения 62 857 
1 

к 20000, т. е. меньше 3. Таким образом получа- 


ются пределы отношения длины окружности к диа- 
метру, установленные Архимедом. Те же самые пре- 
делы мы позднее найдем, рассматривая только пра- 
вильный вписанный треугольник. 

Если, с другой стороны, желаем найти точнее это 
отношение, то нужно рассматривать многоугольники 
с большим числом сторон. Вообразим поэтому много- 
угольник о 60 сторонах, вписанный в круг, и дру- 
гой такой же описанный и кроме них еще вписанный 
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многоугольник с вдвое меньшим числом сторон, т. е. 
30-угольник. Сторона вписанного 60-угольника со- 
держит более 10467 191 таких частей, каких в ра- 
диусе содержится 100000000, сторона же 30-уголь- 
ника меньше 20905 693. Половина этой последней 


стороны, или синус дуги, равной 50 окружности, бу- 


дет, слецовательно, меньше, чем 10 452 846 >; хорда 
же этой дуги была больше, чем 10467 191. Поэтому 
разность межлу ними больше, чем 14344 1. Приба- 
вляя одну треть этой разности, т. е. 4781 5 ‚ к хорде 
10467 191, получим 10 471 972>-. Следовательно, ду- 


га, равная 50 окружности, содержит больше этого чис- 
ла частей. Но если повторим 10 471 972 шестьдесят 


раз, то получим 628 318 350. Поэтому вся окружность 
содержит, наверное, больше, чем это число частей. 

Так как, с другой стороны, сторона вписанного 
60-угольника меньше, чем 10467 192, то две трети 
ее меньше, чем 6978 128. Далее, так как сторона 
описанного 60-угольника менее чем 10481556, то 
одна треть ее меньше, чем 3493852. Это число, 
сложенное с 6 978 128, дает 10471980. Полученная 
таким образом сумма наверное более, чем шести- 
десятая часть окружности, а ушестидесятеренная сум- 
ма, т. е. 628 318 800, будет больше всей окружности. 

Но рассмотрим еще многоугольники с 10800 сто- 
ронами! По вычислению Лудольфа из Кельна, отлич- 
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ного арифметика, сторона этого вписанного много- 
угольника равна 658177 640 912 684 919 частям с 
дробью, притом эта сторона стягивает дугу в две 
минуты. Сторона же описанного многоугольника равна 
08 177 643 374 063 182 без некоторой дроби. Кроме 
того, сторона вписанного многоугольника с вдвое 
меньшим числом сторон равна 116 355 276 902 613523 
без некоторой дроби. Отсюда находим, что длина 
окружности больше 6283 185 307 179584 и меньше 
6283 185 307 179 589 таких частей, каких радиус со- 
держит 1 000 000 000 000 000. Если бы согласно обыч- 
ному методу просто сложить соответственно стороны 
вписанного и описанного многоугольников, то полу- 
чилось бы только, что длина окружности больше 
62 831 852 и меньше 62 831 855. 

Отсюда видно, что наш способ дает более чем 
двойное число правильных знаков. Это имеет место 
всегда, каково бы ни было число сторон употребляе- 
мого многоугольника. На основании того, что будет 
изложено дальше, окажется, что легко можно получить 
даже втрое большее число знаков. 


ЗАДАЧА ВТОРАЯ 


Построить отрезок, равный окружности дан- 
ного круга. 


ПЕРВОЕ РЕШЕНИЕ 


Выше было показано, что восемь сторон вписан- 
ного 12-угольника без радиуса меньше полуокруж- 


9* 


132 Христиан Гюйзенс 


ности. Но при построении в большинстве случаев 
разница будет незаметной. В самом деле, если к 
найденной таким образом длине придать только одну 
четырехтысячную часть диаметра, получится уже 
больше полуокружности. В этом можно убедиться сле- 
дующим образом. Сторона вписанного 12-угольника 


3 
содержит более 5 176 - частей, которых содержится 


10000 в радиусе, так что восемь сторон более 
41411. Если вычтем радиус, т. е. 10000, то таким 
образом остаток будет больше, чем 31411. Прибав- 
ляя же сюда 0 частей, т.е пе диаметра, получим 
31416, т. е., как видно из предыдущего, более полу- 
окружности. Но сторону вписанного 12-угольника 
легко найти, так как радиус стягивает одну шестую 
окружности. Этот прием к тому же точнее, чем если 
в основу положить значение 8-, потому что при 
употреблении этого последнего значения избыток над 
полуокружностью будет больше, чем т500- Диаметра. 


ВТОРОЕ РЕШЕНИЕ 


Пусть дан круг с диаметром ВС (фиг. 10). Делим 
цолукруг ВС в точке ОР пополам; другой же полу- 
круг делим в точке Еи Е на три равные части 
и проводим ДЕ и РЁ, которые пересекают диаметр 
соответственно в точках @ и Н. Тогда каждая из 
боковых сторон треугольника СОН, сложенная с его 
основанием СН, незначительно, а именно менее чем 


1 
на оо Диаметра ВС, больше квадранта ВО. 
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В самом деле, должно быть известно, что отрезок 
РО, как и ОН, равен удвоенной стороне вписанного 
12-угольника. Но этим доказывается, что ОО, увели- 
ченная на СН, больше квадранта ВО. Действительно 
($ 9), восемь сторон вписанного в круг 12-угольника, 
сложенные с четырьмя сторонами описанного, больше 
всей окружности, а пото- 0 
му две стороны вписан- 
ного 12-угольника, сло- 
женные с одной стороной 
описанного, будут больше 
кругового квадранта. Да- В 
лсе, так как сторона впи- 
санного 12-угольника со- 
держит менее 51764 та- 
ких частей, которых со- Е Е 
держится 200000 в ВО, Фиг. 10. 
то две стороны, т. е. СО,будут меньше 103 528. Сто- 
рона же описанного 12-угольника, а следовательно, 
и ОН, менее 53590 частей. Поэтому ОС и НС 
вместе составляют менее, чем 157 118. Но из преды- 
дущего следует, что квадрант ВО больше, чем 157 079. 
Итак, разность менее 39 частей, в то время как 


лишь 40 частей составляют 060 диаметра ВС. 


ТРЕТЬЕ РЕШЕНИЕ 


1 
Нужно прибавить к трем радиусам тб СТороны впи- 
санного квадрата; тогда сумма будет столь близко 
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подходите к полуокружности, что будет меньше ее на 


| 
величину, не достигающую гообб Диаметра. Действи- 


тельно, сторона квадрата содержит более 141421 та- 
ких частей, каких в радиусе содержится 100 000, откуда 
непосредственно вытекает правильность утверждения. 

Чтобы получить поэтому всю окружность, нужно 
к трем диаметрам прибавить одну пятую стороны 
вписанного квадрата. 


ЗАДАЧА ТРЕТЬЯ 


Построить отрезок, равный любой данной дуге 
окружности. 

Пусть требуется найти отрезок, равный дуге СО 
(фиг. 11), которую полагаем сначала меньшей, чем 


Е 


Е 6 И. 
Фиг. 11. 


квадрант. Разделим дугу СО в точке Е пополам 
пусть затем отрезок будет ГОС равен хорде СО и 
отрезок ЕН гавен сумме обеих хорд СЕ и ЕР' 
стягивающих половинные дуги. К отрезку ЕН при- 
бавим отрезок НЛ равный одной трети избытка СН. 
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Тогда весь отрезок Р/ будет почти равен дуге 
СО, и притом настолько точно, что если прибавить 
только одну из частей, которых он содержит 1200, 
то получится больше, чем следует, и это имеет место 
даже в том случае, когда дуга СО равна квадранту. Но 
при меньших дугах разница будет еще незначительнее. 
Именно, если данная дуга не больше шестой части ок- 
ружности, то найденный отрезок будет отличаться от 


1 
истинной длины дуги менее чем на соб своей длины. 


То, что полученный таким образом отрезок меньше 
дуги, вытекает из теоремы УП. Утверждение же, 


касающееся величины разности, требует доказа- 
тельства. 


Допустим сначала, что дуга СО равна квадранту, 
тогда хорда СО, т. е. РО, будет равна стороне 
вписанного в круг квадрата и, следовательно, меньше 
141422 таких частей, каких содержится в радиусе 
100000. Но СЕ и ЕД суть стороны вписанного 
8-угольника, а потому каждая из них больше 76 536. 
Двойная ЕЛ равна отрезку ЕН, который поэтому 
больше 153072. Следовательно, избыток СН больше 
11650, а одна треть его, т. е. Н/У, больше 3 883. 
Поэтому весь отрезо‹ Р/] болыше 156955. Но дуга 
СР, равная по предположению круговому квадранту, 
менее 157080. Поэтому отрезок Р/ отличается от 
нее менее, чем на 125 таких частей, каких он сам 
содержит более 156955; а это составляет меньше, 
чем 06 от ЕЛ. | 


136 Христиан Гюйгенс 


Если же дуга СШ равна шестой части окруж ности, 
то хорда СО, или ЕС, есть сторона вписанного 
б-угольника, и потому равна 10000 частей. Далее, 
СЕ или ЕР будет стороной вписанного 12-угольника 


и, следовательно, будет больше 5176 5. Следова- 
тельно, удвоенный этот отрезок, т. е. ЁРН, больше 
10352 =, а потому СН больше 352 > и НЛ больше 
117 т. Итак, весь отрезок Р./ больше 10470 =; НО 


дуга СО, как шестая часть окружности, меньше 


10472. Таким образом отрезку Р.У нехватает менее 


2 1 
1-5 указанных частей, т. е. меньше боъ от Р./. 


Если, с другой стороны, данная дуга больше квад- 
ранта, то ее следует разделить на 4, 6 или более 
равных частей в зависимости от требуемой точности, 
но во всяком случае на четное число частей. К сумме хорд 
этих частей нужно тогда прибавить треть избытка, на 
который она превышает сумму хорд, стягивающих двой- 
ные дуги. Таким образом составится длина всей дуги. 

Если нужно найти длину дуги, которая немного 
меньше или больше полуокружности или — если она 
больше трех квадрантов — немного меньше целой 
окружности, то можно поступить также таким обра- 
зом: длину разности прибавить или отнять от ранее 
найденной длины полуокружности или окружности. 
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ТЕОРЕМА ДЕСЯТАЯ 


Сторона вписанного равностороннего многоуголь- 
ника есть средняя пропорциональная между сто- 
роной подобного ему описанного многоугольника и 
половиной стороны вписанного многоугольника с вдвое 
меньшим числом сторон. 


Пусть в круге с центром 4 и радиусом АВ 
(фиг. 12) ВС будет стороной правильного вписанного 
многоугольника, а ОЕ Е 
стороной подобного ему 
описанного многоуголь- 
ника, параллельной ВС. 

Тогда продолжение АВ 

пройдет через /), а про- 

должение АС— через Е. 

Если линия СР будет 

проведена перпендику- 

лярно к АВ, то она бу- |: Г. 
дет половиной стороны 
вписанного многоуголь- 
ника с вдвое меньшим числом сторон. Итак, нужно до- 
казать, что ВС есть средняя пропорциональная между 
ЕД и СЕ, 

Проведем линию АС, которая делит пополам ЕД 
и потому есть радиус, а следовательно, равна АВ. 
Но ЕД относится к СВ, как ОА к АВ, или как 
РА к АС. Вследствие же подобия треугольников 
ДАС и ВСЕ, ВС так относится к СЁ, как ДА от- 


Фиг. 12. 


138 Христиан Гюйгенс 


носится к АС. Огсюда следует, что ЕД относится 
к СВ, как СВ к СЕ, что и требовалось доказать. 


ЛЕММА 


Положим, что точка Ю (фиг. 13) делит пополам 
отрезок ВС, а точка Г делит его на неравные части, 
причем РС больше РВ. Возьмем ВО равным сумме 
ВС и СЁ, а ВМ равным сумме ВС и СЮ. В таком 
случае я утверждаю, что отношение АВ к ВЕ больше 
третьей степени отношения ОВ к ВМ. 


В г Е В [Я РЕМ О 
Фиг. 13. 


В самом деле, возьмем отрезки МЁ и ЁР равными 
ОМ. Так как МО, согласно построению, равно РЮ, 
то РО втрое более РЮ. Но ВМ также втрое более 
ВЮ. Следовательно, ВЮ относится к ВМ, как ЕЮ 
к РО, а потому также ВЮ относится к ЕЮ, как 
ВМ к РО. Но ВО больше ВМ. Поэтому отношение 
ВО к ОР больше, чем отношение ВЮ к РК, откуда 
преобразование дает, что отношение ОВ к ВР мень- 
ше, чем отношение ВР к ВЕ. Далее, так как ОМ и 
МЕ равны между собою, то отношение ВО к ОМ 
будет больше, чем отношение ВМ к МЁ, откуда 
опять преобразование дает, что отношение ОВ к ВМ 
меньше, чем отношение ВМ к ВЕ. Таким же точно 
образом обнаруживается, что отношение ВМ к ВЕ 
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меньше, чем отношение ВС к ВР. Поэтому ясно, 
что третья степень отношения ОВ к ВМ меньше 
произведения отношений ОВ к ВМ, ВМ к Ви Ш 
к ВР, т. е. меньше отношения ОВ к ВР. Но отно- 
шение АВ к ВЕ быто больше, чем отношение ОВ к 
ВР. Поэтому отношение ЮВ к ВЕ будет, наверное, 
больше третьей степени отношения ОВ к ВМ, что 
и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ОДИННАДЦАТАЯ 


Длина окружности меньше, чем меньшая из двух 
средних пропорциональных между периметрами 
двух подобных привильных многоугольников, из ко- 
торых один вписан в круг, а другой описан около 
него. Круг же меньше, чем многоугольник, подоб- 
ный данным и имеющий периметр, равный большей 
из двух средних пропорциональных. 


Пусть107 будет дан круг ВО с центром А (фиг. 14). 
Пусть в него будет вписан равносторонний много- 
угольник ВСЛГ, а около него описан подобный это- 
му мнсгоугольнику многоугольник НКММ, стороны 
которого параллельны сторонам первого. 

Пусть периметр многоугольника НК/ММ будет равен 
отрезку Т, а периметр ВСОГ — отрезку 2. Пусть 
будут построены для 7 и Т две средних пропорцио- 
нальных108 Хи У, причем Х меньше У. Я утвер- 


ждаю, что периметр круга меньше отрезка Х. Далее, 
пусть будет построен многоугольник У, которого 
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периметр равен отрезку У и который сверх того 
подобен многоугольнику ВСОЁ или НКММ. Тогда я 
утверждаю, что площадь круга ВО меньше площади 
многоугольника У. 

В самом деле, проведем диаметр РЕ, который де- 
лит пополам параллельные стороны ВС и НК вписан- 
ного и описанного многоугольников в точках АЮ и; 


У 


Фиг. 14. 


в таком случае Е будет точкой касания стороны НК, 
и ВС будет пересечена в точке АЮ под прямым углом. 
Кроме того, из центра проведем прямую АСК, кото- 
рая делит углы С и К обоих многоугольников попо- 
лам, что, как известно, выполняется одной и той же 
прямою, и соединим С с Е. Возьмем СЕ равным СЕ 
и построим третью пропорциональную СС к СЮ и 
СЕ. Тогда ($ 13) СС будет стороной описанного 
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многоугольника, который подобен вписанному много. 
угольнику, имеющему сторону СЁ или СР. Поэтому 
две трети СР, увеличенные на одну треть СЦ, будут 
больше дуги ЕС ($ 9). Пусть теперь две трети СЁ, 
увеличенные на треть СС, составят отрезок 5; тогда 
этот отрезок будет также больше дуги ЕС. 

Из равенства отношений САк СЁ в СРк СЦ 
выводим, что два СЮ, увеличенных на СЁ, относятся 
к трем СЮ,— т. е. сумма ВС и СР относится к сумме 
ВС и СЮ,— как два СЁ, увеличенных на СС, отно- 
сятся к трем СЁ или, если взять треть этого, как 
сумма = СЕи-- СО относится к СР, т. е. как $ отно- 
сится к СЁ. Поэтому и третья степень отношения 
суммы ВС и СЕ ксумме ВС и СЮ равна третьей степе- 
ни отношения $ к СА. Но отношение ЮВ к ВЕболь- 
ше третьей степени отношения суммы ВС и СЕк сумме 
ВСи СЮ (на основании леммы 5 13). Поэтому отно- 
шение АВ к ВР также больше третьей степени отно- 
шения $к СЕ, т.е. больше отношения куба $ к кубу 
СЕ. Отношение же ЮВ к ВЕРЕ то же, что отношение 
куба ЮВ к произведению ВЕ на квадрат АВ. По- 
этому отношение куба АВ к произведению ВЕ на 
квадрат ЮВ болыше отношения куба 5$ к кубу СР. 
Но произведение ВЕ на квадрат ЮВ больше, чем 
умноженный на РС прямоугольник из ЮВи ВС, что 
доказывается следующим образом. Так как отрезки 
ЮС, СЕиССЦ образуют пропорцию, то разность между 
наибольшим и средним, т. е. РО, больше, чем раз- 
ность между средним и меньшим, т.е. РЮ. Но РС 
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больше ЕВ. Поэтому отношение РС к РЮ будет, на- 
верное, больше, чем отношение РВ к РО, откуда 
преобразование показывает, что отношение РС к СЮ 
меньше, чем отношение ЕВ к ВО. Поэтому также 
отношение РСк РВ меньше, чем отношение СЮ или 
ЮВк ВО, т. е. (если принять ВЮ за общую высоту) 
меньше, чем отношение квадрата ЮВ к прямоуголь- 
нику, образованному ЮВи ВС. Поэтому умноженный 
на РС прямоугольник из ЮВ и ВС меньше умно- 
женного наРВ квадрата ЮВ, что мы и утверждали. 

Но так как было доказано, что отношение куба 
ЮВ к произведению ВЕ на квадрат ЮВ больше от- 
ношения куба $ к кубу СР, то отношение куба ЮВ 
к произведению на ЁС прямоугольника из ЮВ и ВЦ 
будет также, наверное, больше отношения куба $ к 
кубу СР. Следовательно, отношение куба ЮВ к кубу 
5 также будет больше, чем отношение произведения 
ЕС на прямоугольник из АВ и ВС к кубу СЕ, т. е. 
больше отношения произведения АВ и ВОС к квадрату 
СР. Но квадрат СЁ равен прямоугольнику из СС и 
СЮ, или равен прямоугольнику из СС и АВ, так 
как отрезки СЮ, СЕ СС образуют пропорцию. По- 
этому отношение куба ЮВ к кубу $ будет также 
больше, чем отношение прямоугольника из АВи 
ВС к прямоугольнику из СС и ИВ, т. е. больше 
отношения ВС к СС. Но ВС относится к СС, как 
ЮС относится к ЕК. Действительно, так как СЮ от- 
носится к СЦ, как квадрат СЮ к квадрату СЁ или 
к квадрату СЁ, и так как, далее, квадрат СЮ отно- 
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сится к квадрату СЁ, как РЮ к диаметру РЕ, то 
СЮ относится к СЦ, как РЮ к РЕ. Поэтому удвоен- 
ное СЮ, т. е. СВ, относится к СС, как удвоенное РЮ 
к РЕ, т. е. как Р®Юк РА, а отсюда следует, что 
ВО относится к СО, как ЮКАк АР или к ДЕ, 
т. е как АС к ЕК, что мы и утверждали. Следова- 
тельно, отношение куба АВ к кубу 5, т. е. третья 
степень отношения ЮВ к5, будет больше отношения 
ЮСк ЕК. Но доказано, что $ больше дуги ЕС. По- 
этому ясно, что куб отношения ЮВ или ЮС к длине 
дуги ЕС больше отношения ЮС к ЕК. Отношение 
же АС к дуге ЕС то же, что отношение периметра 
многоугольника ВСОГ, т. е. отрезка & к окружности 
круга ВО; с другой стороны, отношению АС к ЕК 
равно отношение периметра’ многоугольника ВСОГ 
к периметру многоугольника НКММ, т. е. 2 кТ. 
Поэтому куб отношения 2 к целой окружности ВО 
будет больше отношения 2 к Г. Но отношение 2 к] 
равно кубу отношения 2 к Х. Поэтому отношение 
7 к названной окружности больше отношения Д к Х. 
А отсюда следует, что окружность круга меньше 
отрезка Х, что и требовалось доказать. 


Следует, между прочим, земетить, чго Х меньше 
двух третей С, увеличенных на одну треть Т, т. е. 
меньше, чем две трети периметра вписанного много- 
угольника, увеличенные на одну треть периметра опи- 


санного; то, что окружность круга меньше этой суммы, 


2 1 
мы раньше уже доказали. Именно, сумма 5 Си- 1 
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равняется меньшей из двух срецних арифметически 
пропорциональных и Т, которая больше меньшей 
из двух средних геометрически пропорциональных. 
Но теперь мы еще покажем относительно много- 
угольника У, что он больше круга ВО. В самом 
деле, так как многоугольник У имеет к подобному 
ему многоугольнику НК ММ отношение, которо? рав- 
но квадрату отношения их периметров, и так как 
периметр многоугольника У равен отрезку И, а пе- 
риметр НК/ММ равен Т, то отношение многоугольни- 
ка \ к многоугольнику НКММ будет равно квад- 
рату отношения Ук Т, т. е. равно отношению Х 
к ТГ. Но многоугольник НК/ММ так относится к кру- 
гу ВО, как периметр этого многоугольника, т. е. Г 
относится к окружности круга ВО; действительно, 
многоугольник равен треугольнику, имеющему осно- 
ванием периметр этого многоугольника, а высотой 
радиус АЕ, круг же равен треугольнику, имеющему 
ту же высоту, а основание, равное длине окружно- 
сти. Из этих двух соотношений вытекает, что много- 
угольник У относится к кругу ВО, как Х к окруж- 
ности ВО. Но раньше было показано, что Х боль- 
ше окружности ВО. (Следовательно, многоугольник 
У больше круга ВО, что и требовалось доказать. 
Эти теоремы ясно обнаруживают ошибку Оронция 
Финея103, который утверждал, что четверть окружно- 
сти равна меньшей из двух средних пропорциональ- 
ных между сторонами вписанного и описанного ква- 
драта, сам же круг равен квадрату большей из них. 
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ТЕОРЕМА ДВЕНАДЦАТАЯ 


Если между продолжением диаметра круга и его 
окружностью вставим разный радиусу отрезок, 
продолжение которого пересекает окружность и 
встречает касательную, проведенную в другом кон- 


б 


— 


Фиг. 15. 


це диаметра, то эта линия отсекает часть каса- 
тельной, которая больше, чем прилежащая отсе- 
ценная на круге дуга. 


Пусть будет описан круг, имеющий центром Си 
диаметром АВ (фиг. 15). Продолжим этот последний 
за точку А и вставим между этим продолжением и 
окружностью круга равный радиусу АС отрезок ЕД. 
100 квадратуре круга 
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Продолжение его пусть пересечет окружность в точке Р 
и встретит в точке С касательную, именно ту, которая 
касается круга в конце В диаметра. Тогда я утверждаю, 
что часть ВС касательной больше, чем дуга БР. 
Действительно, проведем через центр параллельно 
ЕС прямую НЕ, которая пересечет окружность в точ- 
ках Ни М, а касательную ВС в точке [. Затем 
проведем прямую ОН, которая пересечет диаметр в 
точке К. Тогда треугольники ЕДК и СНК будут 
подобны, так как углы при К у них равны и угол 
Е равен углу С. Но кроме того сторона ЕД равна 
стороне НС, и эти стороны отвечают` равным углам. 
Поэтому и сторона ОК’ равна стороне КН. Следова- 
тельно, СА делит пополам линию ДА, а также и дугу 
РАН. Дуга ОН или равная ей ЕМ, таким образом, 
будет вдвое больше дуги АН. Последняя же равна 
дуге МВ. Поэтому дуга РВ будет в три раза боль- 
ше дуги АН. Так как, с другой стороны, НК есть 
синус дуги НА, а [В есть тангенс той же дуги, то 
две трети НК, увеличенные на одну треть ГВ, будут 
больше дуги АН ($ 9). Если поэтому утроим все, 
то окажется, что два НК, т. е. НО или СГ, увели- 
ченные на ВД, будут больше утроенной дуги АН, т. е. 
больше дуги РВ. Следовательно, весь отрезок СВ оче- 
видно, больше дуги ЕВ, что и требовалось доказать. 
Это одна из двух теорем, на которых построена 
вся циклометрия Виллеброрда Снеллия110 и которые 
он желал представить как доказанные, между тем 
как ‚ пользовался таким рассуждением, которое со- 
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держит лишь постановку вопроса Но мы приведем 
также и другую теорему, так как она необыкновенно 
полезна и в высокой степени достойна внимания. 


ТЕОРЕМА ТРИНАДЦАТАЯ 


Если продолжить диаметр круга на радиус и 
из полученной конечной точки провести прямую, 
которая пересекает круг и встречает касательную, 


[ 
А 


М 


Фиг. 16. 


проведенную в противоположном конце диаметра, 
то эта прямая отсекает часть касательной, кото- 
рая меньше прилежащей отсеченной на круге дуги. 


Пусть будет дан круг (фиг. .16) диаметра АВ; 
пусть диаметр будет продолжен и пусть АС будет 
равно радиусу. Проводим прямую СЁ, которая пере- 
10* 
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секает окружность во второй раз в точке Е и в 
точке /[ встречает касательную, именно — ту, которая 
касается круга в конце В диаметра. Тогда я утверждаю, 
что отрезок ВЁ меньше дуги ВЕ. 

В самом деле, проведем линии АЕ и ЕВ, возьмем 
АН равным АЕ и проведем прямую НЕЁ, которой 
продолжение пересекает касательную в точке К. На- 
конец, опустим на диаметр АВ перпендикуляр ЕС и 
на касательную ВЕ — перпендикуляр ЕР. Так как 
треугольник НАЕ является равнобедренным, то углы 
Н и НЕА равны между собой. Но так как угол 
АЕВ — прямой, то углы НЕА и КЕВ вместе также 
равны прямому. Но и углы НКВ и Н вместе равны 
прямому, так как в треугольнике НКВ угол В— 
прямой. Если отнимем от обеих сумм поровну, имегн- 
но, в одном случае угол Н, в другом НЕА, то оста- 
нутся равные между собой углы КЕВ и НЕВ. 
Следовательно, треугольник КЕВ есть равнобедрен- 
ный, и равные стороны его суть ЕВ и ВК. Но ВО 
равно ЕС. Таким образом ОК равно разности ме- 
жду ЕВ и ЕСД. Так как, далее, АС относится к АБ, 
как АЕ относится к АВ, то АВи АС вместе больше 
двух АЕ (Эвклид, \, 25). Итак, АЕ или АН меньше 
полусуммы АС и АВ, т. е. меньше АС и половины 
АС. Если отнять от обеих сторон по СА, то СН 
будег меньше половины АС. Но СА больше поло- 
вины АС. Поэтому, прибавля АС к АС, находим, 
что весь отрезок СО больше утроенного СН. Но так 
как НО относится к СЁ, как ЕД к ОК, и далее 
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СЕ относится к СС, как [Ок ДЕ, то из этих 
двух пропорций выводим, что НО относится к СС, 
как [О к ОК, откуда преобразование дает, что СС 
относится к СН, как ОК к КЕ. Следовательно, ОК 
также больше утроенного АЁ. Но ШОК было равно 
разности между ЕВ и ЕЦ. Поэтому КЕ меньше трети 
этой разности. Но КВ равно хорде ЕВ. Поэтому 
сумма КВ и КЕ, т. е. весь отрезок [8, будет, ка- 
верное, меньше ($ 7) дуги ВЕ, что и требовалось 
доказать. 

При тщательном рассмотрении предыдущей теоремы 
обнаруживается, что на продолжении диаметра ДВ 
нельзя найти менее удаленной от круга точки, чем С, 
которая обладала бы тем же свойством, а именно, чтобы 
всякий раз, когда будет проведена СГ, часть касатель- 
ной ВЕ оказывалась меньше, чем отсеченная дуга ВЕ. 

Применения этого предложения весьма разнооб- 
разны; например, с его помощью можно определять 
углы треугольников, стороны которых известны, и 
притом без помощи таблиц, или по данным углам 
находить стороны или вообще определять хорду 
для какой нибудь дуги круга. Все это тщательно 
рассмотрено Снеллием в его „Циклометрии“. 


ТЕОРЕМА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ 


Центр тяжести кругового сегмента делит диа- 
метр его так, что прилежащий к вершине от- 


3 
резок больще остального, но меньще, чем = #20. 
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Пусть АВС (фиг. 17) будет круговой сегмент 
(который, по -предложению, меньше полукруга, так 
как на другие сегменты предложение не распростра- 
няется), и пусть ВО будет диаметр сегмента, который 
делится точкой Е пополам. В таком случае нужно 
сначала доказать, что центр тяжести сегмента АВС даль- 
ше отстоит от вершины В, чем точка Е, ибо в другом 
месте было показано, 
что он находигся на 
диаметре111, 

Прсведем через Е 
параллельно основанию 
прямую, которая пере- 
сечет окружность в 
точках Р и С. Через 
них перпендикулярно к основанию АС проведем пря- 
мые К/и НГ, которые вместе с касательной в вер- 
шине сегмента определяют прямоугольник АЁ. Вслед- 
ствие того, что сегмент меньше полукруга, половина 
ЕЁ. названного прямоугольника содержится в сегменте 
АРСС, и остаются еще некоторые площади АР] 
и [ОС. Напротив того, другая половина КС прямо- 
угольника КЁ вмещает сегмент АВС и еще площади 
ЕКВи СНВ. Так как эти последние площади находят- 
ся целиком выше прямой РО, то и их общий центр 
тяжести будет лежать также выше этой же прямой. 
Но точка Е этой прямой РО служит центром тяже- 
сти всего прямоугольника КА. Поэтсму центр тяжести 
осгальной площади ВЕЛ.АВ будет находиться ниже 
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прямой РО. Но центр тяжести площадей АРУ и [СС 
также лежит ниже той же прямой РО. Поэтому центр 
тяжести площади, составленной из этих двух площа- 
дей и площади ВЕЛ.СВ,—а это составляет сегмент 


Фиг. 18. 


АВС, — непременно должен находиться ниже прямой 
ЕС и, следовательно, ниже точки ЕЁ. 

Тот же диаметр ВО (фиг. 18) пусть будет теперь 
разделен в точке $5 так, чтобы В5 было в полтора 
раза больше остальной части $). Утверждаю, что 
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центр тяжести сегмента АВС отстоит от вершины В 
меньше, чем точка 5. 

В самом деле, пусть ВОР будет диаметр всего 
круга, и пусть через 5 будет проведена параллельно 
основанию прямая, которая пересечет окружность 
в точках Е и С. Вообразим себе затем параболу 
с вершиной ВБ, осью ВО и параметром!!? 5$Р. 

Положим, что она пересекает основание сегмента 
в точках Н и К. Кроме того, так как квадрат 25 
равен прямоугольнику из В$ и ЭР, т. е. тому прямо- 
угольнику, который образуется из В$ и параметра113 
параболы, то последняя пройдет через точки Ри С. 
Но части ВЕ и ВС параболической линии лежат 
внутри круга, тогда как другие лежат вне его. Это 
будет доказано, если мы проведем между В и $ орди- 
нату М№Ё, которая пересечет окружность в М, а пара- 
болу в М. В самом деле, так как квадрат МГ равен 
прямоугольнику из ВГ и ГР, а квадрат МС равен 
прямоугольнику из В и ЗР, и так как прямоуголь- 
ник из В и ЁР больше прямоугольника из ВЕ и $Р, 
то квадрат № будет больше квадрата МГ, а следо- 
вательно, и само № больше МЕ. То же самое будет 
иметь место, где бы между $ и В мы ни провели 
ординату. Поэтому часть ВЕ окружности непременно 
должна лежать вне параболы, и по той же причине 
дуга ВО также должна лежать вне параболы. Так 
как, с другой стороны, прямоугольник из ВО и ОР 
равен квадрату /)А, а пряхоугольник из ВО и 5Р 
равен квадрату ОН, то отсюда будет следовать, что 
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квадрат ОН больше, чем квадрат АД, а следовательно, 
ЮН больше, чем АД. Эго будет иметь место, где 
бы между 5и В ни была проведена ордината. Поэтому 
части окружности РА и СС попадают внутрь параболы. 
Таким образом получаются некоторые площади ЕМВМ 
и ВОС и также другие — НЕА и ССК. Так как обе 
последние площади находятся целиком ниже прямой 
ЕЦ, то их общий центр тяжести будет также лежать 
ниже ее. Но центр тяжести параболического сегмента 
НВК находится в точке 5 (Архимед, „О равновесии 
плоских фигур“, 2-я книга, теорема 8-я)1!“. Поэтому 
центр тяжести остальной части АРМВОСС должен 
лежать выше прямой РО. Выше той же прямой 
лежит, очевидно, и общий центр тяжести площадей 
ЕМВМ и ВОО, находящихся выше РО. Поэтому 
центр тяжести площади, составленной из этих двух 
площадей и плошади АЕМВОСС, т. е. кругового 
сегмента АВС, следует искать выше прямой РО, и 
так как он находится на диаметре ВО, то он будет 
отстоять от вершины В меньше, чем точка $5, что 
и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ПЯТНАДЦАТАЯ 


Круговой сегмент, меньший, чем полукруг, име- 
ет к наибольшему вписанному в него треугольнику 
отношение большее, чем отношение Ак 3, и 

1 
меньшее, чем отношение 3-; диаметра остального 
кругового сегмента к диаметру круга, увеличенному 
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на утроенное расстояние центра круга от осно- 
вания сегмента. 


Пусть будет дан круговой сегмент, меньший, чем 
полукруг, и вписанный в него наибольший тре- 


[2 


Е 
Фиг. 19. 


угольник АВС (фиг. 19). Пусть ВО будет диаметр 
сегмента ВЕ — диаметр круга, от которого отсечен 
сегмент, и Е — центр. Нужно сначала показать, что 
отношение сегмента АВС к вписанному треугольнику 


больше 5. 
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Пусть С будет центр тяжести сегмента АВС, и 
пусть точка Н делит отрезок ОЕ так, что НР вдвое 
больше остатка НЕ. Так как ЕВ вдвое больше ЕВ, 
а ОВ меньше, удвоенного СВ, то отношение: РВ к 
ОВ больше, чем отношение ЕВ к ВО. Отсюда с по- 
мощью преобразования выводится, что отношение РВ 
к РО меньше, чем отношение ЕВ к ЕС, следовательно, 
и отношение РВ к ЕВ (равное 2:1) меньше отноше- 
ния РО к ЕС. Таким образом ЕО больше удвоенного 


ЕС. Но НРБ равно = ЕР. Следовательно, отрезок НО 


4 
больше 3 ЕС. Но в таком же отношении, как НО 


к ЕО, находится сегмент АВС к вписанному в него 
треугольнику — это мы доказали раньше, именно, 
в теоремах о квадратуре гиперболы, эллипса и круга?15. 
Следовательно, отношение сегмента к вписанному 


4 
треугольнику АВС больше -.. 


Что сегмент имеет к треугольнику АВС отноше- 
1 
ние меньшее, чем отношение 3-5; ОР к диаметру ВЕ, 


увеличенному на утроенное ЕД, — это будет теперь 
доказано следующим образом. Разделим диаметр 
сегмента в точке Ю так, чтобы ВЮ было втрое боль- 
ше половины остатка ЮО. Тогда точка Ю (на осно- 
вании предыдущего параграфа) упадет межлу Сир, 
так как С есть центр тяжести сегмента АВС. Так 
как теперь сегмент имеет такое же отношение к впи- 
санному треугольнику, как НО к ЕС, как это только 
что было доказано, а отношение НР к ЕС меньще, 
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чем отношение НО к ЕК, то отношение сегмента к 
вписанному треугольнику будет также менгше, чем 
отношение НО к ЕЮ или отношение пятикратного 
НО к пятикратному ЕЮ. Но НО (равное двум 
третям ОР), взятое пять раз, дает десять третей 
или три и одну треть ОР. С другой стороны, ЕЮ, 
которое состоит из ЕД и двух пятых ВО, будучи 
умножено на пять, лает двойное ВО и пятикратное 
ЕР, т. е. двойное ЕС и тройнсе ЕД. Позэтсму ясно, 
что сегмент АВС имеет к вписанному треугольнику 
отношение меньшее, чем отношение трех и одной 
трети ОЕ к двойному ЕВ, т.е. к диаметру ВР, увели- 
ченному на утроенное ЕД, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ШЕСТНАДЦАТАЯ 


Всякая дуга круга, которая меньше полуокруж- 
ности, больше своей хорды, увеличенной на одну 
треть разности между хордой и синусом. Она 
меньше, однако, хорды, увеличенной на величину, ко- 
торая относится к упомянутой трети, как учетее- 
ренная хорда, увеличенная на синус, относится 
к двойной хорде, увеличенной на утроенный синус. 


Пусть будет дан круг с центром в ДО (фиг. 20) и 
диаметром РВ. Дуга ВА пусть будет меньше полу- 
окружности; тогда проводим хорлу АВ исинус АМ, 
который, как известно, перпендикулярен к диаметру 
ЕВ. Далее положим, что отрезок @Н равен АМ, 
а СЛ равен хорде АВ. Поэтому Н/ представляет 
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разность, которой третья часть УК прилагается к Ц./. 
Тогда нужно сначала показать, что дуга АВ больше, 
чем весь отрезок СК. Но это уже доказано в тез- 
рэме УП. Поэтому прибавим теперь к отрезку Ц! 
отрезок /О, который относится к УК, т. е. к трети 
Н), как учетверенное С.Л, увеличенное на СМ, отно- 


Фиг. 20. 


сится к удвоенному С.Л, увеличенному на утроенное 
СН. Тогда я утверждаю, что отрезок @О больше 
дуги АВ. 

В самом деле, построим на отрезках СН, НЛ, ЛО 
треугольники с общей вершиной ГД и высотой, рав- 
ной радиусу ОВ. Соединим О) с А и проведем диа- 
метр круга СЁ, делящий пополам хорду АВ в точке 
№ и дугу АВ в точке Е. Затем Е соединим сАи В. 

Так как теперь О.Л относится к УК, как учетве- 

энное С, увеличенное на СН, к удвоенному С./, 
увеличенному на утроенное СН, то, если утроим.вто- 
рые члены, О./ булет относиться к УН (это и есть 


158 Христиан Гюйгенс 


именно тройное /К), как учетверенное С.Л, увеличен- 
ное на СН, к ушестеренному С.Л, увеличенному на 
Удевятеренное (0/7. Преобразовывая эту пропорцию, 
получаем, что ОН относится к Н., как удесятеренная 
сумма С./ и СН к ушестеренному С.Л, увеличенному 
на удевятеренное СН, или, если взять треть этих 
величин, как десять третей суммы СЛ и СН отно- 
сятся к удвоенному С.Л, увеличенному на утроенное 
СН. Огношение СУ к СН, т. е. ВА к АМ, равно 
вследствие подобия треугольников ВАМ и ВОМ 
отношению ВО к ОМ. Поэтому также отношение 
ОН к НЛ равно отношению десяти третей суммы 
ВР и ОМ к удвоенному ВО, увеличенному на 
утроенное ОМ, т. е. равно отношению десяти тре- 
тей №МС к диаметру ЕС, увеличенному на утроен- 
ное /)№ Но отношение сегмента АЕВ к треуголь- 
нику АЕВ по предыдущему меньше последнего отно- 
шения. Поэтому это отношение сегмента к треуголь- 
нику также меньше, чем отношение ОН к НЛ, т. е. 
меньше, чем отношение треугольника ОНЁ к треу- 
гольнику У/НЕ. Но треугольник /ЛНЁ равен треуголь- 
нику АЕВ, что доказывается следующим образом. 

Треугольник СНЕ равен треугольнику ДАВ, так 
как высота одного равна основанию другого, и нао- 
борот. Подобным же сбразом, а именно потому, что 
С./ равно АВ, треугольник СЛ. равен сумме двух 
треугольников ДАЁБ и ОВЕ, т. е. равен четырехуголь- 
нику ДАЕВ. Поэтому треугольник НЛ. должен быть 
равен треугольнику АЕВ, как мы и утверждали. 
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Таким образом сегмент ДЕВ будет иметь к вписан- 
ному в него треугольнику АЕВ меньшее отношение, 
чем треугольник ОНГ к тому же треугольнику АЕВ. 
Следовательно, треугольник ОН больше сегмента 
АЕВ, а потому весь треугольник ОСЁ больше сек- 
тора ДАЕВ. Высота же треугольника СЁГО равна 
радиусу ДВ. Следовательно, основание СО больше 
дуги АВ, что и требовалось доказать. 

Отсюда получается, что относительно всей окруж- 
ности может быть высказана следующая теорема: 


Если в круг будут вписаны два правильных мно- 
гоугольника, из которых один имеет вдвое больше 
сторон; чем другой, и если третью часть разности 
периметров прибавим к периметру большего много- 
Угольника, то полученная таким образом сумма 
будет меньше, чем окружность круга. Если же 
к этому самому большему периметру прибавим 
отрезок, который относится к упомянутой тре- 
тьей части разности, как четыре раза взятый 
больший периметр, увеличенный на меньший пери- 
метр, к Овойному большему, увеличенному на 
тройной меньший, то эта сумма будет больше 
окружности. круга. 


ЗАДАЧА ЧЕТВЕРТАЯ 


Определить отношение окружности к диаметру 
и построить по данным отрезкам, которые впи- 
саны в данный круг, длины дуг, стягиваемых ими. 
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Пусть будет дан круг с центром в О и диаметр СВ 

и пусть дуга ВА будет равна шестой части окруж- 

ности; проведем ее хорлу АВ и синус АМ (фиг. 21). 

Если положим радиус ОВ равным 100000 часгей, 

то столько же будет содержать и хорда АВ. Но 

ДМ будет равно 86 603 таких часгей без правильной 

й дроби, т. е. если от- 

нять от 86603 одну 

часть, то получим 

мечьше истинной дли- 

ны, а именно меньше, 

чем половину стороны 

равностороннего впи- 

санного в круг тре- 
угольника. 

Поэтому избыток АВ 

Фиг. 91. над АМ, выраженный 

числом 13397, будет 

меньше истинного. Прибавляя треть этого числа, а 


именно 44655 к АВ, т. е. к 100000, получаем 
число 104465 =, что составит мгньше, чем ДВ. Эго 


первый нижний предел; мы впоследствии найдем, впро 
чем, другой, который ближе подходиг к истинному зна- 
чению, чем этот. Но раньше следует отыскать на осно- 
вании предыдущей теоремы также и верхний предел. 

Здесь есть, как помним, три величины, по которым 
нужно найти четвертую прэпорционзльную. Первая 
равна удвоенному числу частей АВ, увеличенному 


О найденной величине круга 161 


на утроенное число частей ДМ, так что число 
459 807 частей будет для нее меньше, чем истинное 
(нужно обратить внимание на то, что названное чи- 
сло действительно меньше, и то же справедливо для 
следующих чисел), вторая равна учетверенному АВ, 
увеличенному на однажды взятое АМ, так что число 
486603 будет для нее больше, чем истинное; третья 
же равна одной трети разности между АВ и АМ, и, 
следовательно, число 4466 будет для нее больше, 
чем истинное. Поэтому для четвертой пропорциональ- 
ной число 4727 будет больше истинного. Это число 
будучи сложено с ДВ, т.е. с 100000, дает 104 727, 
что составляет больше, чем число частей, которые 
содержит дуга АВ, шестая часть окружности. Таким 
образом мы нашли теперь для длины дуги АВ ниж- 
ний и верхний пределы, из которых последний, во 
всяком случае, значительно ближе к истииному зна- 
чению, ибо по отношению к истинному значению 
ближайшее меньшее число есть 104 719. 

Но из этих двух пределов можно вывести новый 
нижний предел, более точный, чем первый, если 
пользоваться следующим правилом, которое основано 
на более глубоком исследовании центров тяжести. 


Нужно придать четыре трети разности между 
найденными границами к двойной хорде, увеличен- 
ной на утроенный синус; пусть теперь отношение, 
которое составленная таким образом сумма имеет 


1 10 
к 3 или суммы синуса и хорды, равно отноше- 
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нию разности между хордой и синусом к некоторой 
другой величине. Эта последняя, будучи прибавлена 
к синусу, дает отрезок, меньший, чем дуга. 


Нижняя граница была 104 465-— верхняя—1 04 727; 
их разность есть 261 =’ Теперь опять к трем чис- 


лам нужно найти четвертую пропорциональную. Пер- 
вое равно удвоенному числу частей АВ, увеличен- 


4 
ному на утроенное число частей АМ и на - разно- 


`сти двух пределов, и, следовательно, число 460158 


10 
будет для него больше, чем истинное. Второе есть —- 


суммы АВ и АМ, и, следовательно, число 622008 
будет для него меньше, чем истинное. Наконец, для 
третьего, т. е. разности между АВ и АМ, число 
13397 будет меньше, чем истинное. Поэтому для 
четвертой пропорциональной к этим трем числам 
значение 18109 будет меньше, чем истинное. Это 
число, будучи прибавлено к числу частей ДМ, для 
которого значение 86 602-- меньше, чем истинное, 
дает 104711 5 что составляет меньше, чем число 


частей дуги АВ. Это число, умноженное на шесть, 
т. е. 628 269 частей, будет поэтому меньше всей 
окружности. Но так как было найдено, что 104727 
частей составляют больше, чем дуга АВ, то это 
число, умноженное на 6, т. е. 628 362 части, будет 
больше, чем вся окружность. Поэтому отношение 
окружности к диаметру меньше отношения 628 362 
к 200000 и больше отношения 628269 к 200000, 
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т. е. меньше, чем отношение 314181 к 100000, и 
больше, чем отношение 314 135 к 100000. Отсюда 


1 10 
следует, что оно, наверное, меньше 3 > ибольше 3 ;-. 


Таким образом, между прочим, отвергается ошибоч- 
ное утверждение Лонгомонтана!!7, будто бы окруж- 
ность больше, чем 314180 таких частей, каких 
диаметр содержит 100000. 

Пусть дуга АВ будет восьмой частью окружности; 
тогда АМ будет половиной стороны вписанного в круг 
квадрата, содержащей 7071 068 частей, без неко- 
торой правильной дроби, если радиус ОВ содержит их 
10000000. Но АВ как сторона вписанного восьми- 
угольника будет содержать 7 653 668 частей с дробью. 
На основании этих данных, подобно предыдущему, 
необходим для длины дуги АВ как первый нижний пре- 
дел число 7847868, затем как верхний предел 
7854 066, из этих двух вместе опять как более точный 
нижний предел — 7853 885. Отсюда видим, что 
окружность имеет к диаметру отношение меньше, чем 


31 416 3- к 10000, и больше, чем 81415 к 10000. 


Так как верхний предел 7 854 066 ‘отличается от 
истинной длины дуги АВ меньше, чем на 85. частей 
(именно, дуга АВ, как раньше показано, больше, 
чем 7853 981), а 85 частей составляют меньше двух 


2 
155600  ОКРружности, ибо 


она занимает ведь больше, чем 60 000 000 таких ча- 
стей, то ясно, что если мы ищем углы прямоуголь- 
ного треугольника по данным сторонам при помощи 


секунд, т. е. меньше, чем 


1 
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того же метода, с помощью которого мы только что 
определили верхний предел, мы никогда не сделаем 
ошибки в две секунды, даже если бы стороны, за- 
ключающие прямой угол, оказались равными между 
собою, как это было здесь в треугольнике ДАМ. 
Но если отношение стороны ОМ к МА таково, 
что угол АДМ не превышает четверти прямого угла, 
то ошибка не составит и шестидесятой доли секунды. 
Действительно, если дугу АВ возьмем равной с 
окружности, то АМ как половина стороны вписан- 
ного в круг равностороннего 8-угольника будет 
содержать 382683433 части без некоторой дроби, 
а АВ как сторона 16-угольника будет содержать 
390 180 644 части с дробью, если радиус ОВ содер- 
жит их 1 000000 000. Отсюда для длины дуги АВ 
находим первый нижний предел 392 679714 частей, 
верхний предел — 392 699 148 и при помощи их 
опять нижний предел — 392 699 010. Но после того, 
что мы показали раньше, является установленным, 
что дуга АВ как шестнадцатая часть окружности боль- 
ше, чем 392 699 081,— число, которое верхний пре- 
дел превосходит на 67 частей. Но это составляет 
ме ньше чем одну шестидесятую долю секунды, т. е. 


ме ньше всей окружности, так как эта послед- 


1 
77 760 000 


няя содержит явно больше, чем 6 000 000 000 частей. 
Из найденных только что пределов, кроме того, 
обн аруживается, что отношение окружности к диа- 
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метру меньше, чем отношение 3 141 593 к 1000000, 
и больше, чем отношение 3 141592 к 1000000. 


1 
Но если теперь дуга АВ будет положена равной -„„- 


окружности, т. е. 6 таким частям, каких вся 
окружность содержит 360, то АМ как половина сто- 
роны вписанного в круг 30-угольника будет равна 
10452 846 326 766 частям без дроби, если радиус со- 
держит их 100 000 000 000 000. АВ как сторона вписан-, 
ного 60-угольника будет содержать 10 467 191 248 588 
частей с дробью. Отсюда находим для длины дуги АВ 
первый нижний предел 10471 972 89 195, верхний пре- 
дел 10471 975 512584 и при помощи их второй ниж- 
ний предел — 10 471 975 511 302. Отсюда получается, 
что окружность к диаметру имеет отношение мень- 
шее, чем 31 415 926 538 к 10000 000 000, и большее, 
чем 31 415 926533 к 10000 000 000. 

Если бы мы хотели определить те же пределы при 
помощи сложения сторон вписанных и описанных 
многоугольников, то пришлось бы дойти до много- 
угольников, имеющих около 400 000 сторон. В самом 
деле, из вписанного и описанного 60-угольников мы 
узнали только то, что отношение окружности к диа- 
Метру меньше, чем отношение 3 145 к 1 000, и больше, 
чем отношение 3 140 к 1000. Таким образом видно, 
что по нашему способу получается больше чем трой- 
ное число правильных знаков. Что то же самое имеет 
место для каких угодно многоугольников, увидит вся- 
кий, кто займется исследованием этого; причина этого 
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нам небезызвестна, но дальнейшее освещение данного 
вопроса потребовало бы более длинного изложения. 

Каким образом с помощью развитых здесь методов 
можно находить и дальше, в случае каких-либо других 
вписанных линий, длины стягиваемых ими дуг,— это, 
по моему мнению, должно быть теперь достаточно 
ясным. Если эти линии больше стороны вписанного 
квадрата, то следует определить длину дуги, допол- 
няющей до полуокружности данную дугу, хорда ко- 
торой также дана. Нужно, однако, знать, как нахо- 
дятся хорды половинных дуг, когда дана хорда целой 
дуги. Таким образом, если желаем применять деление 
на две части, мы можем легко получить для каждой 
хорды длину отвечающей ей дуги с любою точностью. 
Это важно для проверки таблиц синусов. Но это ва- 
жно также и для составления их: в самом деле, если 
хорда некоторой дуги известна, то с достаточной 
точностью можно определить и хорду дуги, которая 
лишь немного больше или меньше ее. 


ИОГАНН-ГЕНРИХ ЛАМБЕРТ 
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РЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 
АЛЯ ИШУЩИХ КВАДРАТУРУ 
И СПРЯМЛЕНИЕ КРУГА 


| 


Я имею некоторое основание сомневаться, что на- 
стоящая статья будет прочитана и понята теми, 
кому это было бы особенно полезно, именно теми, 
которые затрачивают столько времени и труда для 
отыскания квадратуры круга. Таких искателей всегда 
будет достаточно, и если судить о будущих по их 
предшественникам, то это будут по большей части 
люди, мало смыслящие в геометрии и лишенные воз- 
можности правильно оценивать свои силы. Там, где им 
нехватает знания и понимания, где они не могут 
ничего сделать с помощью правильных последователь- 
ных выводов, там жажда славы и денег создает софиз- 
мы, которые чаще всего не отличаются ни особенной 
тонкостью, ни особенной замысловатостью. Были 
также случаи, когда эти люди твердо верили, что их 
мнимые доказательства не встречали одобрения только 
от зависти и недоброжелательства. Среди них ходит, 
между прочим, легенда, будто бы в Англии и Голлан- 
дии назначены столь же высокие премии и награды за 
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квадратуру круга, как за определение географической 
долготы на море. Я не буду настаивать на том, что 
в начале прошлого (ХУП) века или раньше думали, 
что определение долготы находится в зависимости 
от квадратуры круга, так что решение последней 
задачи влечет за собой решение первой. Во всяком 
случае несомненно, что в то время верили в связь 
между истинами, которые еще гораздо меньше под- 
ходили одна к другой. Но если бы на самом деле 
за квадратуру круга была назначена премия в связи 
с определением долготы, то английский парламент, 
полагаю, сделал бы доброе дело, если б опубликовал 
во всех газетах, что рассчитывать на какую-либо пре- 
мию за квадратуру круга в настоящее время уже 
нельзя, поскольку премии за определение долготы уже 
распределены. Рассчитывать на это нельзя и потому, что 
как это хорошо ныне известно, определение долготы 
на море с квадратурой круга не связано. 


П 


Открытие вещей, которых долго напрасно искали, 
либо вовсе невозможно, либо зависит от счастливой 
случайности. Пусть пример разъяснит это. Не под- 
лежит сомнению, что древние финикийские морепла- 
ватели, а за ними греческие и римские стремились 
найти средство, столь же хорошо определяющее 
путь судна в непогоду, как это позволяет сделать 
положение звезд при ясном небе. Как могло притти 
им в голову, что это средство следует искать в маг- 
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нитной руде? Бесспорно, что это открытие произо- 
шло благодаря просто непредвиденному стечению 
многих обстоятельств, которого нельзя было осуще- 
ствить, не зная его раньше, и которое должно было 
поэтому само представиться. Подобным образом 
можно полагать, что если когда-либо квадратура 
круга окажется возможной, то на нее натолкнется, 
быть может, какой-нибудь землемер, который менее 
всего будет думать об ее открытии. Но столь же воз- 
можно, что таким случайным путем получится и 
ложная квадратура. Подходящий пример в этом отно- 
шении представляют числа 1225 и 961. Они имеют 
двойное свойство. Во-первых, они являются соответ- 
ственно квадратами чисел 35 и 31. С другой стороны, 
отношение между ними равно приблизительно отно- 
шению квадрата диаметра к площади круга. Отсюда 
получается, что диаметр круга относится к стороне 
равновеликого с ним квадрата приблизительно, как 
до и 31. Кроме того, умножая 961 на четыре, полу- 
чаем 3 844, тоже квадратное число, и диаметр отно- 
сится к окружности приблизительно, как 1225 к 3844. 
Но это приблизительно, не в очень строгом смысле. 
Действительно, деля 3 844 на 1 225, получаем 3,138... 
И тогда легко видеть, что это отношение отклоняется 
от истинного, 3,141 592 6..., уже в третьем десятич- 
ном знаке и, следовательно, далеко не так точно, как 
архимедово 22:7, которое дает число 3,142 857 1..., 
превышающее истинное лишь на 0,001 2645... и, 
следовательно, почти втрое болсе точное. 
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Тем не менее числа 1225 и 961 или 1225 и 3844 
представляют известный интерес, так как они явля- 
ются точными квадратами целых чисел. В течение 
нынешнего столетия, насколько мне известно, их 
находили трижды. Это обстоятельство мне кажется 
весьма замечательным. Действительно, так как суще- 
ствует много подобных квадратных чисел, то нужно 
было бы скорее ожидать, что каждый из трех изо- 
бретателей найдет другие числа. Первым был рот- 
мистр фон-Лейстнер. Он нашел числа 1225 и 3844, 
но особая придворная императорская комиссия при- 
знала их неправильными, против чего автор проте- 
стовал в 1740 г. в сочинении „Мо4из$ готаиз$ @с.“. 
Вторым был Меркель, священник из Равенбурга 
в Швабии. Его сочинение появилось в 1751 г. Но 
он говорит, что гораздо раньше г. Лейстнера слу- 
чайным образом нашел свои числа 1225 и 961 и 
только под влиянием „№04! =огАй“ решил выставить 
их на все испытания; особенно же побудила его 
опубликовать эти числа статья в утрехтской газете, 
автор которой оповещает об открытии квадратуры 
круга и изъявляет притязание на назначенную будто 
бы за это премию; это известие тем более заставило 
его поторопиться с печатанием, что предыдущей зи- 
мой он сообщил свои вычисления одному французу, 
который действительно после этого уехал в Нидер- 
ланды, так что у него было полное основание опа- 
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саться, что этот геометр хочет воспользоваться его 
трудами и т. д. Что было дальше, мне неизвестно. 
Но в 1765 г. сочинение Меркеля было переиздано 
штеттинским профессором Бишофом с примечаниями 
и многочисленными проверками, и числа 1225 и 961 бы- 
ли объявлены правильными. Вскоре после этого, в на- 
чале 1766 г., появились они опять в газетах с тор- 
жественным заявлением, что отныне бесполезно искать 
квадратуру круга, так как она уже найдена и даже 
в третий раз. Было бы именно недурно, если бы те 
многие, которые еще в будущем станут заниматься 
этим делом, совершенно твердо уверовали в это, 
потому что таким образом они освободились бы от 
потери труда, времени и сил, которые можно рас- 
сматривать как совершенно бесполезно затраченные, 
так как по большей части эти люди едва ли спо- 
собны найти и решить самую простую геометрическую 
задачу. Вряд ли можно сомневаться, что и числа 
Меркеля и Лейстнера еще появятся на сцене. Главное 
доказательство их неправильности заключается в том, 
что частное от деления 3844 и 1225 должно было 
бы дать лудольфово число. Проф. Бишоф берет 
и лудольфово число и даже число Шервина (5пегу!п) 
с двойным числом знаков, но он не смотрит на них 
как на пробные камни, а говорит, что они дают 
довольно хорошее приближение, но не вполне точно 
определяют площадь круга, вследствие чего нужно 
искать других способов проверки. Таких способов 
Бишоф приводит 8 и, таким образом, делает резуль- 
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тат правдоподобным. Не подлежит спору, что если 
бы деление 3844 на 1225 давало 32 десятичных 
знака лудольфова числа, то, с одной стороны, этим 
можно было бы быть, конечно, довольным, но, с дру- 
гой стороны, следовало бы еще посмотреть, получа- 
ются ли 72 знака Шервина, а затем 100 знаков Ма- 
шина и, наконец, 127 знаков Ланьи. Тогда отношением 
3844:1225 можно было бы быть еще более доволь- 
ным. Однако когда мы выполняем указанное деление 
то частное 3,138... уже в третьем десятичном знаке 
начинает отклоняться от лудольфова числа, Затем все 
эти 8 способов проверки таковы, что их выдерживает 
любая пара квадратных чисел. Я не буду останавли- 
ваться здесь на доказательстве этого, но предпочитаю 
показать, как при помощи некоторого общего пра- 
вила можно находить такие квадратные числа, кото- 
рые дают с тем большею точностью отношение 
квадрата диаметра к площади круга, чем они сами 
больше. Это, между прочим, может послужить для 
того, чтобы в будущем не попадать на эти квадрат- 
ные числа случайно и не выдавать их за точные 
решения квадратуры круга. 


ГУ 


Возьмем два квадратных числа аа, 66 так, что если 
а — диаметр круга, поэтому аа — его квадрат, тогда 
рф представляет площадь квадрата, равновеликого 
кругу, и поэтому р— его сторону. Таким образом 
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аа будет относиться к 466, как диаметр к окружности 
или 118 как | к 
3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 
50288 41971 69399 37510 58209 74944 
59930 78164 06286 20899 86280 34825 


34211 70679 82148 08651 32723 06647 
09384 46... 


— |3п. 
Согласно с этим 44:40 —1:п, откуда следует: 
аз0=2: У». 
Но 
ИУ= =1172 453 85075... 
Отсюда находим: 


148: 167—... 
3848 : 1348... ит, д. 


2, 000 000 000 00 __ 
1: —1, 77245885075 — 
1 
т —— 
7-- — 
| 
1-Е 
1 
3 
1 
ОИ 
| 
ИИ 
1- 
926 -- Фоо 
Это дает последовательно: 
ф:а = 7: 8--... 
—- З: 9—... 
= 31: 35-... 
—= 39: 44— ... 
— 109 1238 — ... 
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ЛИ 
6 :аа = 49 : 64--... 
64: 81 —.. 
961: 1225... 
1521: 1936 —... 


11881: 15199-... 
91604: 27889—... 
— 14 807104 :18 852 964+... ит.д. 


ини 


Эти дроби дают последовательно все большие и 
большие приближения; отсюда видно, что Лейстнер, 
Меркель, Бишоф и др. лишь случайным образом на- 
брели на числа 961 и 1225. В самом деле, вычисле- 
ния были бы все же гораздо легче и короче для 49:64 
или 64:81; для 1 521:1 936 или 11 881:15 129 ит. д., 
они были бы хотя и сложнее, но зато точнее. 


У 


Но вообще можно посоветовать пользоваться лишь 
первыми из этих отношений, именно отношениями д : а. 
Действительно, для 06:аа имеются другие дроби, 
которые, не будучи точными квадратами, много проще 


и много точнее; именно, поступая по указанному 
выше способу, находим: 


5 : аа =п:4—= 11: 14 

— 172: 219 

— 355 : 452 и т.д. 
8, 31 39 109 148 3848 
9’ 35’ 44’ 123’ 167’ 4345 И Т. д. выра- 
жают (приближенно) сторону квадрата, равновеликого 
кругу, диаметр которого равен единице. А обратные 


Но дроби >, 
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8 9 35 44 123 167 4342 
дроби, т.е. Я, 8›31› 39) 109? 148; 3848 и т, д. преста- 


вляют диаметр круга, площадь которого равна еди- 
нице. Ввиду этого можно употреблять их при изме- 


рении цилиндров и изготовлении цилиндрических визир- 


штабов. В особенности удобно число то, так как 


оно из всех меньших дробей является самым точным 
и начинает уклоняться от истинного значения лишь 
на седьмом десятичном знаке. Действительно, если 
произвести с помощью лудольфова числа вычисление, 
то диаметр круга, площадь которого равна 1, будет ра- 


вен 1,128 379 0... Нотт = 1,128 3784..., так что 


разница равна 0,000 0006... Редко случается на прак- 
тике, чтобы диаметр нужно было знать с большей точ- 


ностью. 
\У1 


Так как при сравнении диаметра шара с ребром рав- 
новеликого ему куба можно точно так же набрести 
на такие кубические числа и вообразить на основа- 
нии этого, что квадратура круга или кубатура шара 
осуществлена, то будет небесполезно предупредить 
такие случаи в будущем и определить по указанному 
выше способу такие кубические числа, тем более, 
что ими можно удобно пользоваться при приготов- 
лении калибер-штабов. Итак, пусть диаметр шара 
равен а, сторона равновеликого куба 6, число Лудоль- 


фа п —= 3,141 5926... В таком случае на основании 
известной формулы Архимеда 
53 . а3 =. 6, 


12 О квадратуре круга 
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3/к 
| —. 
а У * 


п = $,14159 26535 89793 238469..., 
1 
в "= 0,52359 87755 98298 873077..., 


отсюда кубический корень 
Ь: а = 0,80599 59770 08284 820...; 
что по разложении в непрерывную дробь дает: 


р: а = 1 
1- 1 
4—1 
6+ 
2—1 
8—1 
61 
6+... 
Отсюда получаем: 
в: а = 4: 5-- 
— 25: 31 — 
— 54: 67 -{- 
= 457: 567— 
— 2796: 3469 -- 


17233 :21 381 — ит. д. 


Итак, если диаметр шара равен единице, то сторо- 


на равновеликого куба будет представлена каждою 


4 025 54 457 2796 11233 
из дробей 5, 31» 61 5671» 3460» 21381 И Т. Д., тем 
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точнее, чем она119 больше. Если же положим объем 


б би 5 31 61 
шара равным единице, то обратные дроби т, 55, 54, 


3469 21381 = 

5108» 11533 5-3 будут представлять диаметр шара. В боль- 
567 

шинстве случаев можно ограничиться дробью 157, ТВК 


как эта дробь, если произвести вычисление, дает диаметр 
шара с такой же точностью, с какою можно найти. 
его помощью логарифмических таблиц. 


УП 


Я вычислил, таким образом, корень кубический йз ст 
с точностью до 18-го десятичного знака. Так как 
было бы очень неприятной и продолжительной работой 
искать это число с такой точностью по обычным пра- 
вилам, то будет небесполезно, если я еще скажу, как 
нашел я этот корень с помощью некоторого тройного 
правила и вместе с тем как я убедился, что найденное 
число действительно верно до 18-го десятичного знака. 


УШ 
На основании формулы бинома Ньютона имеем: 
х == (а- 5)^ — ап-| па" т 1 пп... 
Умножим этот ряд на 1 += — и в произведении 
* (1-е — ап -- пап—1р-|- п(п ии — Эла 
-- и 3... -|- 2ап—16 -|- п2ап-2 62 „|. 
7 У зап-96з +...; 
12* 
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Для определения 2 положим третий член 


289 ап-? — 51 1 пгап-8 $2 — 0, 


откуда 
п1. 


2=——5 


Если подставить это значение = в произведение, то 
получится: 


пб 1 
х (1— 5 а) = АЕ аи — 


ПВА-Ъ, ЕТ из ,.., 


2 6 
а отсюда 
_ пт—1) (в- а" 353 
— 6б[9а-—-п-— п  *^*” 


В этом ряду первый член служит для приближен- 
него вычисления корня, а второй — для оценки со- 
вершаемой при этом погрешности. 


[Х!20 


Для кубического корня п=-. Представляя это 


значение, получаем после надлежащих упрощений 


формулу: 
х = у а-ь 


ав, мУа 


— За-ь ИЯ За -Е27аб |. 
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Эту формулу я применял для извлечения кубического 
корня из 


аь— 5 п — 0,59359 87755 98298 87307 7 


следующим образом. Во-первых, посредством лога- 
рифмов я нашел первые шесть десятичных знаков 
этого корня, а именно: 


0,805 995 = у а. 


Так как 805 995 = 806000 —5, то отсюда легко 
найти куб, Я положил поэтому 


0,52359 68715 20449 875 — а 
и отсюда получил 
Ь — 0,00000 19040 77848 99807 7107. 


Далее, если удержать только первый член ряда 
и За 26 3/— 
х=уИ ат 
У “+ Зать7 4, 
то он дает тройное правило!?1 


(а +0: Ва-29 =Уа: х, 


(+35) («+55 )=Йа:х 


так что мне нужно было только поставить значения 
аи 6, чтобы получить значение 


ИЛИ 


ИИ _ 
х— у а--6 = у г: — 0,30599 59770 08234 890. ‚, 
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Что это число правильно до 18-го десятичного знака, 
я нашел из рассмотрения второго члена ряда 


2/ а 
8128 27 а`ь 


се помощью легкого вычисления. Так как В в 275 000 
раз меньше, чем а, то я мог положить этот член равным 


„Ут 


81а3 
Но 
1 7 — 0,682 053 1 — 17, 
2 
^ —0,392 5450 —2 
ее, 
Поэтому 
1 2 0,074 608 1 — 18 
8 81а — " 
Далее, 
1 ва= 0,906 342 3 —1 
следовательно, 
208 3 /— 
а и @ — 0,980 9403 —19. 


Так как характеристика равна — 19, то ясно, что 
28 зЗ^— 
ЗТаз |! 


представляет собой десятичную дробь, первая значащая 
десятичная цифра которой занимает 19-е место. Таким 
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образом, значение, полученное из формулы 
за-- 253 /— 
Хх — а [26 Из , 
За 6 
правильно до 18-го знака 122. 


Х 


Насколько мне известно, до сих пор не исследовано, 
может ли отношение диаметра к окружности быть вы- 
ражено рациональной дробью, Штурм 123, правда, пы- 
тался дать отрицательный ответ на этот вопрос, но 
его доказательство неудовлетворительно, так как безу- 
словно существуют бесконечные ряды, сумма которых 
рациональна, несмотря на то, что все члены их ирра- 
циональны. Так как поэтому предмет подлежит еще 
исследованию, то могут найтись люди, которые 
станут тратить время на отыскание таких рациональ- 
ных дробей и пускать их в ход с помощью ложных 
заключений. Конечно, в каждом частном случае легко 
сделать проверку посредством чисел Лудольфа. Но 
если таким образом будет обнаружена непригодность 
одной дроби, то может все же оставаться охота искать 
новые дроби. Можно, однако, эту охоту сделать 
столь малой, что разыскание таких дробей вовсе бу- 
дет прекращено. Действительно, если отношение диа- 
метра к окружности выражается точно рациональной 
дробью, то из указанных выше ($ 4) приближений 
Ланьи или даже Лудольфа видно, что это должна 
быть очень большая дробь 124, В самом деле эти числа 
можно обращать в дроби, которые становятся посте- 
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пенно все больше1?5 и все точнее. Метод и приме- 
няемые при этом предосторожности указаны мною 
в & 17 статьи126 о преобразовании дробей и разъ- 
яснены примерами. При помощи этого метода я нашел 


для отношения диамегра к окружности следующие 
рациональные дроби: 


1:3 
7:22 
106 : 333 
113 : 335 
33 102 : 103 993 
33 215 : 104 348 
66 317 : 208 341 
99539 ;: 312 689 
265 331 ; 833 719 
364 913 : 1 146 408 
1360 120 : 4272943 
1725 033 : 5 419 351 
25 510 582 : 80 143 857 
52 746 197 : 165 707 065 
18 256 779 : 245 850 929 
131 002 976 : 411557 987 
340 262 731 : 1068 966 896 
811528 438 : 2 549 491 779 
1963 319 607 : 6 167 950 454 
4 738 167 652 : 14 885 392 687 
6 701 487 259 : 21 053 343 141 
567 663 097 408 : 1783 366 216 531 
1142027 682 075 : 3587 185 776 203 
1709 690 779 483 : 5 371 151 992 734 
2851 718 461 558 : 8958 937 768 937 
107 223 273 857 129 : 336 851 849 443 403 
324 521 540 032 945 ; 1 019 514 486 099 146 и т. д. 
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Из этих отношений каждое последующее точнее пре- 
дыдущего, и между ними не содержится никакое рацио- 
нальное отношение, которое было бы точнее ближай- 
шего большего127 из них. Поэтому, если бы отношение 
диаметра к окружности выражалось точно посредст- 
вом целых чисел, то эти числа необходимо должны были 
бы быть больше последних из указанных здесь 


324521 540 032 945 : 1019 514 486 (99 146. 


Эти два числа дают число Лудольфа до 25-го де- 
сятичного знака. Даже если б они были вполне точны, 
то легко видеть, что было бы слишком длинно и 
затруднительно пользоваться ими при вычислениях. 
Все эти отношения получаются, впрочем, из непре- 
рывной дроби: 


1 
Е 
т 
15-е 
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где 
1 
а == 
1 
1 
Зе 
1 
1 , 
14+ 
2—1 
1 
1-- 
Е 
1 
рии 
2-В, 
где 
‚ИЕ 
> 
1 
2 -|- 
и — 
1 
84-2 
2—1 
"Е 
1 
+ 
УЕ 
т З+... 


Дальше я не продолжал вычисления этой непрерыв- 
ной дроби. Поэтому я не могу также сказать, пре- 
рвется ли она когда-либо при продолжении вычислений. 
Если ‘бы это было так, то отношение диаметра к ок- 
ружности можно было бы выразить посредством целых, 
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хотя и чрезвычайно больших чисел. Но в указанной 
выше статье „о преобразовании дробей“ ($ 23) 
я дал другую непрерывную дробь, которая по изве- 
стному закону продолжается до бесконечности и совер- 
шенно уничтожает надежду определить отношение 
диаметра к окружности посредством целых чисел. 


Х1 


В математике есть еще другие величины, относительно 
которых было бы столь же достойно труда исследовать, 
не выражаются ли они посредством рациональных 
дробей или другим каким-нибудь более удобным спо- 
собом, чем десятичными дробями. К ним в особенности 
можно отнести число 


2,7182818284 59045 23536 028. .., 


которого гиперболический логарифм равен единице. 
Эго число по отношению к логарифмам играет ту же 
роль, что число Лудольфа по отношению к кругу, 
и потому столь же важно для тригонометрических 
и других вычислений. Если спросить ввиду этого, 
почему же только вокруг лудольфова числа поднимают 
столько шума, то ответ на это отчасти дает история 
матемагики, отчасти же отвег дается тем, что понятия 
круг, четырехугольник, величина, равный известны 
всякому, но нельзя сказать того же о гиперболиче- 
ском логарифме, так как это понятие делается из- 
вестным лишь при посредстве исчисления бесконечно 
малых и не может быть сделано отчетливым без 
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изучения этого исчисления. Если бы перед большин- 
ством из тех, которые ищут квадратуру круга, не 
стояла бы эта преграда, то, по всем вероятиям, 
по поводу числа 


2,71828 18284 59045 23536 028... 


появилось бы также много напрасных усилий и не- 
удачных попыток, как и по поводу лудольфова числа, 
Но это число не может быть выражено точно рацио- 
нальной дробью. Ибо если для краткости мы обозначим 
его через е, то | 


е=1- 
ИИ 
И 
10- 1 
ЕВ 
ЕИИ 
22 ——— 
6-... 
ИЛИ 
е—1 _ 1 
е--1 — 
2-|- 
6 - 1 
10-- 
14 -- 1 
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ИЛИ 
ее --1 _ 1 
ее 1 1+ 1 
ИИ 
БЕ 
т! 
9 
Ти... 
и вообще 
ех —1__ 1 
ех 4179 1 
ы т 5 1 
= 
х + 1 
< Му... 
х 


Так как эти дроби продолжаются бесконечно, то 
ни е ни е*, если х—-рациональное число или дробь, не 
могут быть точно выражены рациональной дробью. 
Эти формулы я нашел при помощи метода, изложен- 
ного в цитированной выше статье „о преобразовании 
дробей“ ($ 19 и следующий). Мысль же искать эти 
формулы у Меня явилась под влиянием „Апа1у$!$ ш- 
Нпйогит“ Эйлера, где в виде примера вычисляется 
выражение: 


е—1 __ 1 
—_ 1 
1+——— 
1 
в 
10-+ 
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ХИ 
По тому же побуждению я пошел дальше и по 


отношению к дуге круга нашел выражение: 


16 9 = 


о 
Из этой бесконечной непрерывной дроби можно вы- 
вести различные заключения, касающиеся неопреде- 
ленной квадратуры круга. Положим о —1:1, где и — 
целое число, тогда 
1 


12 0-= 


И — 


71 — 


9" — 1 


111 —... 

Из того, что эта дробь бесконечна, следует, что 
если дуга круга содержится целое число раз в его 
радиусе, то тангенс ее есть необходимо иррациональ- 
ное число. Так как, если б этот тангенс был рацио- 
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нальным, то дробь не могла бы продолжаться беско- 
нечно и должна была бы прерваться. Для разъяснения 
этого возьмем, например, 9 =1. 

В таком случае также и==1, поэтому 


49 1 = 
" 1 
1— 
1 
3 — 
1 
— 1 
7— 
9 = оое 
И на основании ($ 10) цитированной раньше статьи 128 
| +: | +0 


1 о + 1 
—3 т 
5 3-2 
—7 — 4-9 


9 9% |+ 61 
—11 + 841 | + 540 
+13 —9156 | —5879 


ит. д. и Т. Д. И Т. Д. 


Таким образом тангенс дуги, равной радиусу, выра- 
жается по порядку дробями 
3 14 95 841 9156 
2’ 9’ 61’ 540’ 5879 "Г ” 
и притом каждой следующей дробью, точнее так, 
что каждая менышая дробь!?? является менее точной. 
Так как этот ряд дробей никогда не прерывается и 
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продолжается так, что числители и знаменатели, нё 
имея общих делителей, возрастают бесконечно, то 
тангенс дуги, равной радиусу, не может быть выра- 
жен микакой конечной или рациональной дробью. 
То же самое можно сказать о тангенсе всякой дуги, 


1 
составляющей = часть радиуса. 


ХШ 


Вычитая найденные дроби по порядку каждую из 
следующей, мы увидим, как близко они подходят 
к истинному значению. Действительно 


9156 _3 1 1 1 1 
5879 —5 12.9 19.61 | 61.540 | 540-5879 
Продолжая дальше таким образом, можно предста- 
вить тангенс дуги, равной радиусу, в виде бесконеч- 
ного ряда 
$ 1 1 1 1 1 
2 + 2.9 т 9.61 т 61.540 т 540.5879 + 5879.76887 +... 
который сходится быстрее всякой геометрической про- 
грессии и имеет, как видим, иррациональную сумму. 
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ХГУ 
Точно таким же образом обнаруживается, что не 
1 
только тангенс дуги _, но вообще тангенс каждой 
т 
дуги >, имеющей рациональное отношение к ра- 


диусу, является иррациональным числом. Пусть, напри- 


мер, © = 2; тогда тангенс этой дуги выражается дробью 


3} 
1 
1 
2 91 
2 5 _ 1 
2 21 
2 
Поэтому 
| о | 
3 0 
та | 0 т 
9 3 2 
= | +1 [17 | 3 
15 9 __ 23 18 
тэ -э 4 23 
Щ—2Е | 19 | — 338 | 262 
2 - 1 8 333 
27 2715 090 5430 
2 8 `16 | 6901 


ИТ. Д. И Т. Д. И Т. д. И Т. Д. 


Итак, тангенс дуги 9=—= выражается каждой из 


З 
2 18 262 5430 
дробей 3, 23› 333 60071 И Т. Д. и притом каждой 


13 О ввадратуре` круга 
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следующей точнее, так что каждая меньшая дробь 
является менее точной. Так как ряд этих дробей ни- 
когда не прерывается и продолжается так, что числи- 
тели и знаменатели, не имея общих делителей, стано- 
вятся, наконец, больше всякого данного числа, то от- 


2 
сюда следует, что тангенс дуги 9 = 3 есть число ирра- 
циональное. То же самое справедливо для тангенса вся- 


т 
кой из дуг, которые равны >», Т. е. имеют рациональ- 


ное отношение к радиусу. Вычитая только что найден- 
ные дроби одну из другой, получаем для тангенса дуги 
ф— = ряд; 

2 8 32 128 

бт 9 Ш 128 |...) 
3 + 3:58 1 23.383 Г 333.690] т 


который сходится также быстрее всякой геометриче- 
ской прогрессии и имеет иррациональную сумму, 


ХУ 


Так как поэтому тангенс каждой рациональной 
дуги есть число иррациональное, то, и наоборот, также 
каждая дуга, имеющая рациональный тангенс, яв- 
ляется иррациональной. В самом деле, допустим, что 
дуга рациональна, тогда по только что доказанному 
тангенс должен быть числом иррациональным, что 
противно предположению, 


ХУ] 


В тригонометрических таблицах мы имеем один 
рациональный тангенс, соответствующий углу в 45°, 
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равный радиусу, т. е. единице. Таким образом дуга 
в 45°, а следовательно, также дуги в 90, 180 и 360° 
являются иррациональными, т. е. эти дуги не имеют 
рационального отношения к радиусу круга, 


ХУП 

Из предыдущего, таким образом, видно, что дуга 
и ее тангенс не могут вместе иметь рациональное 
отношение к радиусу. Но есть бесчисленное множе- 
ство дуг, имеющих рациональное отношение к своему 
тангенсу. Однако можно также доказать, что во всех 
этих случаях как тангенс, так и дуга несоизмеримы 
с радиусом. Действительно, на основании вышедо- 
казанного, оба не могут вместе иметь рациональ- 
ное отношение к радиусу. Допустим поэтому, что 
это имеет место только для тангенса или только 
для дуги. В первом случае тангес должен быть со- 
измеримым с радиусом и с лугой. Поэтому и дуга 
должна быть соизмерима с радиусом, потому что 
сумма и разность рациональных отношений ‘есть 
также рациональное отношение. Во втором случае 
дуга была бы соизмерима как с тангенсом, так 
и со своим радиусом, поэтому и тангенс имел бы 
рациональное отношение к радиусу. Но так как 
на основании раньше доказанного радиус, дуга 
и тангенс не могут быть соизмеримы, то оба рас- 
сматриваемых случая должны быть исключены; итак, 
если тангенс и дуга имеют межлу собой рациональное 
отношение, то они оба несоизмеримы © радиусом. 


13* 
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ХУШ 


Я коснусь вкратце еще двух обстоятельств, кото- 
рые как будто имеют отношение к квадратуре круга. 
Первое — это следующее предложение: если около 
круга описан правильный или неправильный много- 
угольник, так что каждая сторона его касается 
круга, то периметр многоугольника так относится 
к его площади, как окружность круга к его площади. 
Я опускаю доказательство, потому Что оно очень лег- 
кое. Другое обстоятельство есть феномен, проявляю- 
щийся следующим образом. Если 1 разделить на чет- 
верть лудольфова числа, т. е. на 0,785 398 1633..., 
то получится | и в остатке 0,214 601 8366... Если раз- 
делить предыдущий делитель, т. е. 0,785 398 163 3... 
на полученный остаток, то новым частным будет 3 
и в остатке получится 0,141 592 653 5... Приписывая 
впереди к этому последнему остатку 3, получим 
3,141 5926530..., т. е. как раз лудольфово число. 
Об этом я скажу только то, что это простой феномен, 
из которого не вытекает никаких заключений относи- 
тельно квадратуры круга. Нетрудно найти его причину. 


АДРИАН -МАРИЯ ЛЕЖАНДР 
( 4752 - 4855 › 
% 

Лок АЗАТЕЛЬСТВО ТОГО, 
ЧТО ОТНОШЕНИЕ 
АЛИНЫ ОКРУЖНОСТИ 
К ЛИАМЕТРУ И КВАДРАТ ЕГО 
СУТЬ ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Рассмотрим бесконечный ряд: 
а 1 а? 1 а3 
1+1 и 2 2(2--1) 12.3 2(2- 1) (2+ 5+... 
общий член которого есть | 
1 ап 
1.2.3... 2(2-1)(2--2)...@-1-— |’ 
и обозначим через $(2) его сумму. Если подставим 
2-1 на место 2, то $(2-- 1) будет также суммою 
ряда: 
а 1 а? 
"А зг 2 ета 1 
$ 


1 а 
т 2.3 +0949 Г'" 


Вычитая почленно второй ряд из первого, находим, 
что $ (2) —%(2--1) представляют сумму ряда: 
а а? 
зе) Г=ер0е-+9 * 
1 43 


ет Ретэе+э т. 
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Но этот ряд может быть преобразован в ряд: 


а а | (( 
ео (1+ 2-2 -2 (2-Ё 2) (2-3) +...) 


т. е. имеет сумму, равную 


ЕЕ ф(2-{ 2). 


Отсюда следует, что 


ео =Ето ?@ +2. 


Разделим это равенство на $(2-—-1) и для упроще- 
ния результата введем новую функцию \ (2), которая 
связана с функцией $ (2) равенством 


(л_— @ *@-П. 
ф(2) = 2 9( 


8 а 
В таком случае вместо _?@)_ можно Написать 2ф (2) 


Ф (2-1) 
ф(2- 2) (гу (2-1. 
д 


и вместо имеем 
Ф (2-1) 


Выполняя эту подстановку, находим: 


а 
"И тео“ 


Подставляя вместо 2 последовательно 2-|-1,2--2 
и т. д., получаем: 


а 
ЕТ 


а 
Я уе ити 
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Отсюда следует, что ф(2) может быть представлено 
в виде непрерывной дроби: 


[1 
ф (2) = 
а 
НЫ а. 


Наоборот, если дана эта бэсконечная непрерывная 


[#1 
дробь, то ее значение равно 4 (2), т. е. — Ф (2-1) 


2 9$(2) ’ 
другими словами, равно выражению: 
а 1 ‚ а? 
ЕЕ ИРИС ОТС АИ 
7. 


а 1 а? 
що 
-> - 2 `` 2(2-+1) 1... 
1 
Если положить теперь 2=5, то наша непрерывная 


дробь примет вид: 
2а 


4а 
4 

5... 
В этой непрерывной дроби все числители за исклю- 
чением первого равны 4а, между тем как знаменатели 
представляют собой ряд последовательных нечетных 


чисел 1, 3, 6, 7 ит. д. Итак, значение этой непре- 
рывной дроби может быть также выражено через 


4а 16а? 64а? 
1+ 2.3 -- 5114:5 Г 5.3.4.5.6.7 +... 


1 


2а 
да 1642 64а3 
15 5.3.42 2.3.4.56Г'". 
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Но, обозначая через е число, гиперболический лога- 
рифм которого равен единице, полученное выражение 
преобразуем в следующее: 


У “1 г-2Уа 
так что вообще 
Иа _в Иа 22 4а 
—ы—ы-. а — — 
РУ“ е-?Иа 1+ 4а 
а 4 
5... 


Огсюда выводятся две основные формулы в зави- 
симости от того, будет ли число а положительным или 


отрицательным. Полагая сначала 44а = х*, находим: 


ех — е^х __ х 
-х о ха 
ех е 1+ -: 
+——— 
5+... 


Полагая затем 4а=—=-х? и пользуясь известной 
формулой 


ге ре- = 
получаем: 
1х == р 
1 — = 
3— - 
5 — 
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Эта последняя формула послужит исходным пунктом 
нашего доказательства. Но прежде всего мы должны 
еще доказать следующие леммы. 


ЛЕММА ПЕРВАЯ 


Если в бесконечной непрерывной дроби 
т 
7 
т 
п ——— 
т’ 
р 
и Ру --... 
т, п, т, п, т’, "ит.д. суть положительные или 


отрицательные целые числа, если, кроме того, 
„т т т’ 

каждая из дробей о пт ти @ т. д. менее еди- 

ницы1381, то значение непрерывной дроби есть ирра- 

циональное число. 

Во-первых, я утверждаю, что это значение меньше 
единицы. Действительно, не нарушая общности, мож- 
но допустить, что все знаменатели п, И’, И’ ит. д. 
суть положительные числа. Если возьмем теперь только 
первое звено данной дроби, то, по предположению, 


т т’ 
<! Беря еще одно звено и замечая, что Г <Ь. 


! 

ш 

заключаем, что и += больше, чем ип—1; и так 
как т меньше п, и оба они — целые числа, то т 
И 


т 
также меньше, чем п-т. Таким образом дробь 


т 


т’ 
п- ре 


’ 
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составленная из первых двух звеньев, будет меньше, 
чем единица. 
Возьмем затем еще третье звено и заметим пред- 


варительно, что на основании только что доказанного 
, 


значение дроби ‚ составленной из второго и 


т” 
Ри 


третьего звена, меньше единицы. Обозначая это по- 


т 
следнее значение через в, видим, что по также 


меньше единицы; следовательно, дробь, составленная 
из трех звеньев: 


„ 

п’ т 
также меньше единицы. Продолжая рассуждать таким 
же образом, видим, что сколько бы мы ни брали 
звеньев данной дроби, полученное значение всегда 
меньше единицы; отсюда следует, что и вся дробь, 
продолженная до бесконечности, меньше единицы. Она 
может быть равна единице лишь в том единственном 


случае, когда имеет вид: 
т 


т--1— 


т 


т” 


И ЕСО 
т 1 т" 1—... 


Заметив это, допустим, что значение нашей непре- 
рывной дроби не иррационалено, а равно некоторому 
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В 
рациональному числу >, ге А и В суть целые 


числа. В таком случае: 
В т 


А и 


п”--.. 
Далее, пусть числа С, О, Е и т. д. определяются 
последовательно из равенств: 


С _ т 
В ти 
п + И 
п" т 
пе ...) 
Вт 
С — РУР 
п” 
т пиУ 
т""-- 
шУ--... 


‘и так до бесконечности, Так как все члены этих раз- 
личных непрерывных дробей меныше единицы, то на 
основании выше доказанного значения этих дробей 
в Ср Е 
А’ В’ С}’Б 
В<А, СХ В, Рр<Сит. д. Огсюда следует, что 
числа ряда А, В, С, О, Е ит. д. последовательно 
убывают. Но зависимости между непрерывными 
дробями, о которых идет речь, дают: 


и т. д. также меньше единицы, т. е. 
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откуда 
С=тАр— пВ, 
ст 
В "+ 2 , 
откуда 
р = т'В — п/С, 
В — т” 
С п" т ’ 
откуда 
Е=т"С — п"р 
и т. Д. 


Так как мы допустили, что первые два числа 
Ди В — целые, то отсюда следует, что все остальные 
числа С, О, Е ит. д. тоже суть целые числа. Таким 
образом мы приходим к противоречию, что беско- 
нечный ряд постоянно убывающих чисел ДА, В, С, 


р, Е и т. д. должен состоять только из целых чисел; 
при этом ни одно из чисел Д, В, С, О, Е ит. д. 


не может быть нулем, потому что наша дробь продол- 


В С р 
жается по бесконечности, и выражения — 


А’ В’С 
и т, д. должны все время иметь определенное значе- 
ние. Поэтому наше допущение, что значение данной 


В 


непрерывной дроби равно рациональному числу — 


ложно, это значение непременно иррационально. 
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ЛЕММА ВТОРАЯ 


Если при тех же предположениях начальные дроби 


т |1 т” д 
=, т? и и т. 0. имеют произвольные значения, 


все же последующие менее единицы, то рассматри- 
ваемая непрерывная дробь равна иррациональному 
числу, в предположении, что она бесконечна. 


ИР 


77 
Действительно, допустим, что, начиная от дроби т 


б т" ПиУ ту 
все следующие дроби ит › У # У. И Т.Д, — ДО 


бесконечности —- менее единицы. В таком случае на 
основании первой леммы значение непрерывной дроби: 


9р! 
т 


п" ПИУ 
ту 
ШУ 
ПУ... 
есть иррациональное число. Обозначим его через ®, 
тогда данная непрерывная дробь примет вид: 
т 


, т’ 
п" о. 
Полагая последовательно 
т" , т! ” 


__ __ т И 
то -°, иы“ ры 


видим, что если ® есть иррациональное число, то 
каждая из величин ©’, 0”, ®”' также должна быть 
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иррациональной. Но последняя из них ®"’ представляет 
значение данной непрерывной дроби; таким образом 
это значение есть иррациональное число. 
Возвращаясь теперь к нашей первоначальной за- 
даче, мы сможем доказать следующую теорему: 


ТЕОРЕМА 


Если некоторая дуга соизмерима с радиусом, 
то ее тангенс несоизмерим с радиусом. 


В самом деле, пусть радиус равен единице, а дуга 


т 
х=-—, где ти п — целые числа; тогда на осно- 
вании найденной выше формулы: 


т т 


40 — = 
п 
12 
и — 


т? 


Зп — 


112 
и. 

Но’ эта непрерывная дробь относится к виду, рас- 
смотренному во второй лемме, так как знаменатели 
Зи, 5п, 7и и т. д. возрастают, между тем как числи- 
тели 212? остаются неизменными, так что отдельные 
дроби скоро становятся меньше единицы. Поэтому 


т 
значение 15 — иррационально, т. е. если дуга соиз- 


мерима радиусом, то танегенс ее с ним несоиз- 
мерим, 


Иррациональность числа т 909' 


Отсюда как следствие непосредственно вытекает 
теорема, ссответствующая цели настоящей статьи. 
Обозначая через п длину полуокружности радиуса, рав- 
ного единице, замечаем, что если бы п было раци- 
т 
4 
вательно, ее тангенс был бы иррационален. А между 


онально, то и дуга — была бы рациональна и, следо- 


п 
тем извесгно, что тангенс дуги 4 равен единице; сле- 


довательно, п не может быть рациональным числом. 
Поэтому отношение длины окружности к диаме- 
тру есть иррациональное число 182. 

Представляется вероятным, что ччсло п даже не 
принадлежит к классу алгебраических иррационально- 
стей, т. е. что оно не может быть корнем никакого 
алгебраического уравнения с конечным числом членов, 
коэфициенты которого рациональны, Но эту теорему, 
повидимому, очень трудно строго доказать. Мы можем 
только показать, что и квадрат п есть иррациональ- 
ное число. 

В самом деле, если в бесконечной непрерывной 
дроби, выражающей 1х, положить х=т, то’ 


получим . 
12 


ка 
9—... 
Если бы число п? было рациональным и равнялось 


14 Оквадратуре круга 
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т 
я’ где ти п суть целые числа, то отсюда вытекало 


бы, что 


ш 


т 


"— п 


Но эта непрерывная дробь, очевидно, удовлетворяет 
условию второй леммы, так что ее значение есть 
иррациональное число и не может быть равным числу 3. 
Следовательно, квадрат отношения окружности 
круга к его диаметру есть иррациональное число. 


ПРИМЕЧАНИЯ 


1 АгсЬ1те41$ орега отша саиш соттешагй$ Ещосй. Е со- 
41се Погеп/по гесепзий, 1аНпе иецйЁ поНздие Шизнаий 
Г. Г.. Нефеге, Ог. рый. (Иряае ш ае@Ъиз В. Ц. ТеиБпей, 
МОСССЕХХХ). 


2 Все примечания к Гюйгенсу и Ламберту принадлежат 
также издателю. 


$ Интересно, что в этом изложении, содержащем также 
краткий обзор истории задачи квадратуры круга, даже не 
упомянуто ламбертово открытие иррациональности числа т. 


8 Сатюг, Уойезипееп, 1, стр. 20 и сл. 
8 Сапюг, 1, стр. 83 и 91; см. также МаШег, Вейтаю иг 


ОСезсысе ег МаештаНК (,„2ейзсвг. г Маш. и. Р®Вуз», 
Табгоапо 27, Н14ойзсН.-Шегайзсн. АЪ., р. 207). 


в Вгезсйпеаег, Ге Сеотёе ип@ Фе ОСеотёег уот 
ЕиКИ4ез, Г.е1р21 1870, р. 94—96 и 153—155; Сапюг, 1 р. 
164—168 и 211—213 


7 Втебсйпе@ег, р. 106. 
7" [4ет, р. 101, 125. 


8 НапЕе[, р. 117; ср. квадратуру круга Вьеты (У1е@), 
основанную на идеях Антифона (см. $ 9 этой книги). 


9 Вгезсйпеаег, р. 125—129. 
14* 
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+0 Вгебсйпе4ег, р. 97—124, где приводится с присоёди: 
нением перевода необыкновенно ценное и интересное сооб- 
щение из истории геометрии Эвдема (ученика Аристотеля). 


+ Следует заметить; что во времена Платона (429—348) 
начинало устанавливаться убеждение, что квадратура круга 
может быть осуществлена при помощи циркуля и линейки 
(Катюг, 1, 201—202 и НапЕер, 156). 


13 Сведения о жизни Архимеда можно найти в книгах; 
Нефегя, /игезопез АтсШтедеае (Кореппасеп 1879); Сатог, 
Г, стр. 253—954. 


13 Ни в сочинении Архимеда, ни в комментарии, который 
Евтокий из Аскалона (в УТ в.) написал к „Измерению круга“, 
нет никаких указаний на то, каким способом Архимед из- 
влекал квадратные корни, Как ни разнообразны ответы на 
этот вопрос, все они сходятся в стремлении связать ме- 
тод Архимеда с современным приемом непрерывных дробей. 
См.: Мез5е/тапп, Ге А1реБга 4ег Опеспеп, стр. 108 и сл.; 
5. Ойпег, АпЯке Мапегаипозтево4еп пп №Мсщфе штодегпег 
Машетанк (АЪН, 4ег К. Бовти$с\еп Оезезспай 4ег \/15зеп: 
зспаЙеп, Ртар. 1878); Нефеге, ОиаезНопез АтсШтедеае, 
стр. 60—66; Сапюг, В 272—274; Р. Таппегу, Зиг 1а шезиге 
4и сеге @’АтсЫтёЧе (Мёт. 4е 1а зос. Чез зс1епсез рНуз. 
е{ паг. 4е Вог4еаих, +. ГУ, 1882); ОйпШег, Оле диа@га#- 
зспеп таНопаШа{еп 4ег АЦеп ип 4егеп ЕписКешипозте{Но- 
еп (АБВ. 2аг ОСезсШсЩе 4ег МаЩет.“, 1882). Последняя 
работа содержит также обширные литературные указания 
по этому вопросу. 


#4 О Гиппархе и Птолемее см. о{Х, |, стр. 163--165 
Сатюг, Т, стр. 312—813 и 350—860. 


4$ Сапюг, Т, 350; 


16 См; т. Г, стр: 421 тщательного критического издания 
(с французским переводом) Найта, Рамз 1813—1816. 
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ПО математическом творчестве индусов можно судить 
по сочинению, переведенному на английский язык Коль- 
бруком: А]еьта \уИп аг\йптенс ап@ шепзигаНоз, Нот {Не 
запзсгй оГ Втантарир{а ап ВНаАзКага“, Гоп4оп 1817. 

18 Напре[, стр. 216—217; Саптюг, 1, стр. 551 и 556. 

193 НапЕер стр. 218; Сатог, Т, стр. 560 и 562. 

о НапЕе[, стр. 410. 

21 Относительно китайской математики см. статью В1ет- 
па{2К1 в 52-м томе „]3игпа1 г МаетаНК“ (Сге!1е); также 
Сатщог, 1, стр. 565—589 и НапЕер, стр. 405 и 410. 

22 Сочинение Альхуаризми, написанное в 820 г., НОСИТ на- 
звание: „А1 рефгт \’а! тиКкаБа1а“. Слово „вебг“ означает 
„восстановление“ (ге фаига о), т.е. перенесение отрицатель- 
ного члена в другую часть уравнения. В сочинении Альху- 
аризми впервые встречается выражение „а1 оеы“, от кото- 
рого произошло слово „алгебра“. См. Напке[, стр. 260 и 271, 
Сатшюог, Т, стр. 616 и 675. 

23 Кроме этого сочинения, о существовании которого мы 
имеем точные сведения, в изданном недавно Сутером на 
немецком языке чрезвычайно интересном сочинении „Ма®е- 
таНКегуегхе1свп1$ 1п ВБИ 4ез п АЁ 1]а-КАЪ ап-Маайт“ 
(„ АБН. хиг Сезс\. 4ег Машешт.“ УТ) говорится еще о различ- 
ных арабских математиках, писавших об измерении круга, 

24 Сапог, |, стр. 679. 

2 Именно высоким совершенством индийской системы 
счисления объясняется, что индусы настолько превзошли 
греков в точности вычисления числа т. 

в НапЁе?, стр. 280—985; Сатюг, |, стр. 632—642; Мой, 
[, стр. 165—169. 

27 НапЕе|, стр. 285—287. 

21% Родился в первой половине Х в. в Орильяке в Оверни, 


затем, после научной поездки в Испанию, он был учителем 
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в монастырской школе в Реймсе и в 999 г. под именем 
Сильвестра П вступил на папский престол. Умер в 1003 г. 


8 „АБнап1итеепй 2иг Сезсшс№Ме 4ег МаетаНК“ (1882). 


9 В семитических языках гласные обыкновенно пропу- 
скаются. /Грим. ред. 


30 Сапог, Г, стр. 560 и 632; НапЕер стр. 260—281. 


31 См. ЭсгЁёН 4: Геопаг4о Р1запо тафетайсо 4е! зесо!о 4е- 
српо{1егхо рибЪИсаН 4а В. Вопсотрари! (Коша 1857—1862), 
П, стр. 87—90. Также: Сапюг, П, стр. 34; Напкер, стр. 345. 


33 рифо, ОБег Чеп Ап тей 4ег та етаНзспеп \/155еп- 
эсПаЁел ап 4ег КиЦиг 4ег Вепа!5запсе (Ней 142 дег ЗатлЙипр 
уоп \Уйисвоху ипа У\УаНепБасв, НашБиге 1892). 


33 Н. биёег, Эег Тгас4а\11$ де диадтайига стсий 4ез АБеци$ 
4е Захома (Н!$.-ПН. АЪ. 4ег Дей5св. г Май. ипа РвузК., 
Ва. 29). 


3 Сапюг, П, стр. 167—168; Ио, Г, стр. 170. 


3$ Сведения об этом разностороннем и живом ученом, 
который состоял в оживленной переписке с Пейербахом и 
Региомонтаном, можно найти у Шанца, Оег Саг41та1 №со]аиз 
уоп Сиза 215 МаетаМКег (Ргобташш 4ез Сутпазитз ш 
Коней, 1871—1872). См. также Сапюг, П, стр. 170—178. 
Сочинения Кузы были изданы в Базеле в 1565 г. 


36 Эта очень интересная работа, написанная отчасти в 
форме диалога и содержащая все нужные вычисления, 
была издана в 1533 г.в Нюрнберге Иоанном Ш&ёнером под 
заглавием: „Ое дцаагаига сиси“, как приложение к знаме- 
нитому сочинению Региомонтана „Ое +1априй$ отп т041$ 
НЫ дупдие“, которое было куплено и сохранено для по- 
томства Вилибальдом Пиркгеймером. 


37 См. стр. 25 упомянутого сочинения „Ое чиа@гаига 
сисиП“ или также: Сапюг, П, стр. 453. 
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3$ Относительно жизни и трудов Региомонтана см.: 
7. В. Ооррейпауег, Н1Зюпзсве Масписрё уоп 4еп Мйгп- 
Бег21сНеп МафешаНс!5 ип@ Капзеги (М№йгабего 1730), 
стр. 1—23. Далее, М. А. 5, Лоаппез 4е Мощегер1о 
(Егзсп ОгиЪег’”з Епсус10р. 22. Те11); $. Сйп ег, Майег [опаппез 
(АП. Чешсве В!осг., ВЧ. 22); Саптгог, П, стр. 232—265; о, 
, стр. 169—171; наконец см. цитированное выше сочинение 
автора „Обег 4еп АпёНеЙ 4ег таНетаНзсНеп \/ззепзсНайеп 
ап дег КиЦиг 4ег Вепа155апсе“. 


39 Сатюг, П, стр. 433—434. 


4% О названных ученых см. обстоятельное изложение: 
Ио р, Т, стр. 68—75, 169—175. О Вьете, о котором бы тоже 
следовало здесь упомянуть, речь будет еще впереди. 


н Сапюг, П, стр. 303, 276-277, 352-354, 344—348, 
356—358, 497. 


42 Относительно Альбрехта Дюрера и Вилибальда Пирк- 
геймера см. чрезвычайно интересную книгу Н!ои5све 
` Мась ср уоп еп МиёгиЪего15сВеп Маета{с1$ ипЯ КапзЧеги 
`Доппельмайера, стр. 36—44, 153—155 и 182—190, 


43 То, ВюоргарШеп хиг КиНигоезс се ег Зсп\е!, Ва, 
Ц, стр. 10. 


44 Это издание, посвященное английскому королю Генриху 
УШ, содержит также комментарии Теона, отца убитой в 
415 г. знаменитой математички Ипатии. В основу издания 
положен был манускрипт, привезенный другом и покрови- 
телем Региомонтана кардиналом Бессарионом (Веззайоп, 
1395—1472) из Константинополя в Рим; этим манускриптом 
многократно пользовались и Пейербах и Региомонтан, и 
последний из них подготовил его к печати. См. ох, ИП, стр. 
532—533, а также предисловие к Альмагесту в издании Найпа, 


45 Относительно истории этой ЕЯ 10 рипсерз, в основании 
которой лежали рукописи, оставшиеся после Региомонтана 
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и Пиркгеймера, а также относительно позднейших изданий 
Архимеда см, прежде всего предисловие к этому базель- 
скому изданию, а также цитированное выше сочинение Доп- 
пельмайера (стр. 14, 15, 41, 51—52, 116, 170), далее Не вех», 
Оцае$!. АгсВит., сар. Ши сар. УГ Нефеге, Меие ЗиЧеп 
24 АгсШте4ез („Дейзсг. {г Ма, и. Епуз„ 1890, Зирр|.), а 
также гей“ергово издание Архимеда, 3-Й том, См. также при- 
мечание к $10 напечатанной в этой книге работы Ламберта, 


46 См. также: Ре Уогззейпаппи ве Неег гезропзю а4 ацае- 
зНопеш а асадепиа ОтоШпФапа ргорозйат „Оеиг зисстеба 
ехро$1Но ргаериагит шео4огит, диае а@ сисай диаагаи- 
га Чисити“ (Огошисеп 1832); далее Шо, Г стр. 161 --162. 


47 См. также главу „Ое шепзига сиси!“ в интересном 
сочинении того же автора, АгиптейсЕ ТЛЬт! 4ио её Сеоте+- 
нае ИБ УТ (Гага. Ваауогит, 1626) или также мои эскизы, 
опубликованные в,ДАспег УлейецЦабт$ спи!“ (т, 35, стр. 14). 

48 Ргапсй5сй Иёае, Орега таетаНса (издал Эспофеп 
Гиоаип! Вабауогит, 1464), стр. 398—405. 
` 49 См. стр. 29. 

30 У Вьеты, конечно, лишь вследствие недосмотра, отсут- 
ствует перед каждым внутренним знаком корня сомножи- 
тель > Действительно, обозначая через $» дополнительную 


хорду к стороне правильного п-угольника, а диаметр чрез 


о ЛИТ 
1, имеем 521 = 255% НО 5 =Й 5, следовательно, 


1 тит 1 ПИ: тит 
„И 1+3 Тысу 1+1 ЭГ 3 


И т. д. 

5# Абсолютная сходимость бесконечного произведения, 
встречающегося в формуле Вьеты, следующим образом 
доказана мною в 36-м томе Дейзс ний Ёаг Мат. и. Рвуз$. Н1$- 
ПН, АБЬ („ОБег @е Копуегреп2 етег уоп У!е{а пегёвгепапе 
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е1ретатИспеп Рго4иВещмисКипо“). Эйлер, не зная формулы 
Вьеты, дает в своем сочинении „Уайае оБзегуаНопез сиса 
ап2и105 т ргоотез$1опе веотеёса ргоотеещез“ („„Оризсиа 
апа!.“, 1, стр. 346) для дуги $ круга формулу: 


(при|5|<л), 


$. 
16 ооо 


[92 


ы ы ы со 
С05$ 9 + С05 4°5С0$ 8 . 


| 


к 
которая для $ =) обращается в формулу Вьеты. Про- 


изведение же 


©, <) Фо $ 
= 08, = -П1 (1-2 т) 


абсолютно сходится, так как ряд 


сходится, как легко видеть*. Формула Вьеты, ввиду ее 
быстрой сходимости, очень удобна для логарифмического 
вычисления т. Разложением в произведении функции 

агсз1п х 

х 

димому, не зная о рядах Вьеты и Эйлера, Зейдель в статье 
„ОБег епе ПагзЗ4еНипе 4ез КтезБосепз, 4ез ГорагИВтиз$ 
ипа 4ез ЕШрЫзсНеп 1щестаез [. АЦ Чигсв ипепдНсве Рго- 
адиКе“ (СгеЙе, Ва. 73), на которую любезно обратил мое 
внимание Штикельбергер. 


и других подобных функций занимается, пови- 


32 Уейае, Орега, стр. 392. 


") < $ 1 
УХ 2: 9+1 < У Ут 
= 


у—1 
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83 Следует вкратце упомянуть о заслугах Вьеты в раз- 
работке тригонометрии, особенно сферической, а также 
в теории алгебраических уравнений (формулы Вьеты). 
См. Той, Г, стр. 169-1175. 


54 Знаменитый филолог Лейденского университета Иосиф 
Скалигер (1540—1603) в своем сочинении „Суоте са 
@етепг!а“ (1594) при помощи весьма сомнительных вычис- 
лений пришел к результату, что уже периметр вписанного 
двенадцатиугольника больше окружности, а потому совер- 
шенно бесполезно увеличивать число сторон и рассматривать 
описанные многоугольники. Геометрически верное может 
быть арифметически ложным. Большое уважение, которым 
пользовался Скалигер как филолог, было причиной того, 
что самые выдающиеся математики того времени, как Ад- 
риан Романский, Лудольф Клавий, Вьета и другие, сочли 


нужным выступить против него. (См, Казтег, СезсшсШе 
4ег МашетайК, ВА. Т, стр. 486—511.) 


53 См. Уог4егтапи уап ОЦцел. МоНсе зиг Гадойе уоп Сеиц- 
1еп („Волсошраеп?Р$ ВиЦе то“; 1868). 


86 В латинском переводе Снеллия издано под заглавием 
„[41401рШ а Сешеп 4е сисио е{ адзсирН$ ПБег“ (1619). 


57 Издание посмертное вдовы Адриана Симонс ([еу4еп1615) 
с портретом Лудольфа. Кроме уже названного обстоятель- 
ного изложения Уог${егтапп уап ОЦеп см. о Лудольфе еще: 
Мо), 1, стр. 162—163: К45{тег, Цезсв. 4. Маё., ВВ. 3, стр. 50— 
51 К!се!$ \УобцетЪисв, статью СуНфесвше, стр. 649—650. 


58 О жизни Гюйгенса см., например, его биографию, со- 
ставленную Гравезандом в „Орега уапа“ (Гиза. Ва+,, 1724). 

59 По этому поводу см. письма Гюйгенса к Ф. ван-Скоутену 
(Е. уап Эсподеп), издателю сочинений Вьеты, к Григорию 
де С. Винсент (Стёоопе 4е $. У!псеп() и др., которые пс- 
мещены в новом издании сочинений Гюйгенса (1883); 
см, именно цисьма №. 181—192. 
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69 Эйлер в своем „шёодисНо ш апа1ут Ни огат” 
(Г стр. 305) вывел формулу Броункера как частный случай 
гораздо более общих разложений. Там же Эйлер доказал 


шк ши 
формулу Валлиса с помощью разложений п -5п И 60$ 5, 


в бесконечные произведения (1, стр. 146). 


61 Мопшаа, НЗюойе 4ез геспегсНез зиг 1а аиадгаиге 4и 
сегЧе, стр. 138. 


62 Аа егиа. [рз., стр. 11 и сл. Заглавием сочинения 
Лейбниц отнюдь не имел в виду выразить, что круг соиз- 
мерим сквадратом своего диаметра. В том же томе имеется 
изящное приближенное построение Коханского (Косвап$К!). 


63 В самом деле, по формуле для агсе х -- агс$ у имеем. 
последовательно 


1 п 1 120 
агс! 2 9539 -- 1 = ав оз9- агсЁ8 1 = ага 10’ 


1 5 1 5 120 
2 аг{е 5 — аг 15, 4 ага Е =2 ат 2 = агс 9; 


следовательно, 


1 п 1. 
агс® 935 + 4 = 4 агс#8 5} 


п 1 1. 
4= 4 аг 5 — 4128 5539 
Прим. ред. 
64 СтеЦе, т. 27 и Мо, 1, стр. 177. 


8 Совершенно отличны от изложенных до сих пор свое- 
образные и интересные методы, с помощью которых проф. 
Вольф (Мо!) определял число т на основании принципов 
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теории верозтностей,—это его опыты с бросанием костей, 
опубликованные в „7&г!сНег УМлецеЦавгз сви“ (т. 26 и 27), 
а также его исследования задачи об игле, которую впер- 
вые рассматривал Бюффон, а затем Лаплас, помещенные 


в „Вегпег МИ.“ (1850)*. См. также Мо, 1, стр. 127—128 
и стр. 177. 


66 Попытки доказать иррациональность числа п, однако 
были. См. примечание к $ 10 прилагаемой здесь статьи 
Ламберта, где указывается доказательство, данное в`„Ма®е- 
513 елиезжма“ Иог. Штурма (ов. СЬг. Зиг). 


67 Гюйгенс, Орега уапа, [, стр. 329. 


68 Для ознакомления с жизнью и трудами Эйлера см. 
‘речи Кондорсе и Фусса; также Шо, ВобгарШеп гиг 
КиНигоезссЩе 4ег Эси\е!, +1. 4; „Ойе Вёег Машета.- 
ЧКег аще! ВегпоиШ ипа [.еоп Я Ещег, Випдей Тайхе пасп 
тет То4е сеавег уоп дег МааНогзсНеп4еп СезеПзсван 
Вазе! 1884); Юи41о, Геоппага Ещет, Уоцгах сепа{›п ацЁ дет 
Ка /аизе 2и 2а|сп ат 6 Пес. 1883 (Вазе! 1884). 


89 Удивительно, что Лежанлр в своих „Е16теп($ 4е 96о- 
шее“ (1794) дает еще старые определения, благодаря че- 
му получаются совершенно бесполезные усложнения ит. д. 
Он должен, например, писать 


5ш а с05 в -- созазть 


ий (а 8) = р 


10 „шеоЧисно ш апа1узш 1аНийогит®, [, стр. 104. 


и См., например, „Уапае оззегуаНопез стса зейез 1айп- 
(а5“ („Сошше и. Аса4. Реёо.“, [Х, стр. 160), или „Ое уагИ$ 
110415 сиси! ачадганиат питег!$ ргохше ехритепа. 


* Изложение геометрических Задач теории вероятностей 
(в частности „задачи об игле“), связанных с числом т, 
имеется во всех учебниках теории вероятностей; см., на- 
пример, Марков, Исчисление вероятностей. Прим. ред: 
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там же, стр. 222), или „УаНае оБзегуаЧопез сшса апёи10$ 
ш ргоотеззюпе зеошеёиса ргорте ещез (Оризс]а апа!уНса, 
Б стр. 345) ит. д. 

72 Эти выражения указаны Эйлером в 1737 г. в статье 
„Ое НасНопЬиз сопНпи $ 415зецано“ („Соттет. Асад. 
Ре{гор.“, т. [Х, стр. 120). 


е—1 
В „пбоЧдисНо“ помещено лишь разложение 5; 


выражения дляеи ИУ е там не содержатся, чем и обЪ- 
ясняется, что, несмотря на их важность, они были совершенно 
забыты и недавно вновь были открыты Гурвицем (ЗН2ип5з- 
рейсШе ег РнузЦаНзсн-окопопизспеп @езе]зсваЁ 2и Кб- 
позЬего 1891). В этой интересной статье, к которой мы 
сще вернемся, Гурвиц дает сверх того разложение в не- 
прерывную дробь: 


6? — (7,3Зт — 1,1, 1, Зт, 12т - 6) (т —1, 2, 3...), 
которое не встречается у Эйлера. 


23 Епезйдт, ВИ. та. 159), стр. 28. 


7 По поводу всех этих указаний см. изданную Фуссом 
„Сотезроп4апсе та ивтаНаице её рпуз1аие 4е дие1диез с&6- 
Бгез оботётгез аи ХУШ ее“ (1843). 


75 „[поаисНо“, 1, стр. 98. 


в Мюльгаузен в то время уже около двухсот лет при- 
надлежал к местностям, тяготеющим к Швейцарскому союзу, 
что было отчетливо указано Вестфальским миром. К Фран- 
ции он принадлежал, как известно, лишь с 1798 до 1871 г. 
Иоанн-Генрих Ламберт: считал себя всегда швейцарцем и 
до приобретения им ученых титулов был известен под клич- 
кой „Машизпо-Не]1уеи5“. Интереснейшая биография этого 
в высшей степени оригинального человека; который из про- 
стого ученика портного стал одним из величайших и разно: 
стороннейших ученых ХУШ в., находится у Вольфа, В105- 
тгарШеп 2иг КиЦигоезсв1е 6 4ег Зсп\ей, т. Ш, 
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77 См. Вгаитопь Е оёе В$‘ойдие 4е Аацеп-Маце Ге- 
сепаге (Райз 1861). 


78 Другое доказательство иррационгльности числа п? дал 
Эрмит (Негтйе, СтеПе, Ва. 76). 


79 Журнал Лиувилля, \ (1840), стр. 192 и 193. См. также: 
3{егп, А1веБга1зспе Апа1!уз$1$ (стр. 812—343). Что ние ни 22 
не удовлетворяют квадратному уравнению с целыми коэфи- 
циентами, следует также прямо; без дальнейшего доказа- 
тельства, из разложений в непрерывную дробь е и :2. 
В названном выше сочинении Гурвиц показал также эле- 
ментарным путем, что е не может быть корнем уравнения. 
3-й степени с целыми коэфициентами. Можно, следователь- 
но, совершенно элементарным путем показать, что е не 
может быть корнем уравнений ни 1-Й, ни 2-Й, ни 3-Й степени, 
что, как справедливо замечает Гурвиц, достойно внимания. 


80 )Курнал Лиувилля, ХУТ (1851): „Зиг 4ез с!аззез 4гёз- 
&{епаиез 4е ацап6з, Чоп 1а уайеиг п’ез{ п] а1е6Бйаие п 
тшёште гедисНЫе а 4ез игаНоппеЦез а1о6Бидиез“. Основные 
теоремы этой статьи указаны Лиувиллем еще 1844 г. в 
„Сотр{ез гепйиз“, ХУШ, стр. 883 и 910. Другое доказатель- 
ство существования трансцендентных чисел дано Кантором 
в статье: „Обег е!пе Е!сепзспай @4ез шЪестШ$ аПег гееПеп 
а1сефга1зсВеп ДаНеп“ (СгеПе, Ва. 77). 


8 Критериям, определяющим трансцендентный характер 
числа, имеющего данный закон образования, противопо- 
ставляются замечательные критерии, посредством которых 
по Эйзенштейну („Вейсще 4ег Вей. Аса4.“ 1852) можно ре- 
шить, произошло ли данное разложение с рациональными 
коэфициентами от алгебраической или трансцендентной 
функции. См. разбор моего несколько раз упомянутого эс- 
киза, сделанный г. Кантором („Дейзсйг, фаг Маш. ипа ГВу“ 
зК.=, Ва. 36). 
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83% Негтйе, Зиг 1а ТопсМоп ехропепйеЙе („Сотре$ 
гепаиз“, Ва. 77). 


83 Исследования Линлемана впервые были сообщены в 
„Известиях Берлинской академии“ в 1882 г.г „ОЪфег @е 
[1 до1рЮзспе Га“ уоп Рго{. Е. [Аидетапп 1 ЕгеБиго 1. Ви. 
Уогое!е?{ уоп Нети Уеет$газ$ аш 22 Ла; более подробно 
они изложены автором в статье „ОБег @е 7аШ м“ („Мав. 
Аппаеп“, Ва. 20, стр. 218—275). 


8 „, ВейсЩе 4ег ВегИптег АкКадепие“ (1885): Ги ГЛпдетап’$ 
АБНап4!ито, „ОЪег @е Гиао!рЮзсве а.“ 


8 В настоящее время известно несколько элементарных 
доказательств трансцендентности чисел е и к. Между прочим 
такое доказательство имеется в „Энциклопедии элементар- 
ной математики“ Вебера, т. [, стр. 520 (изд. Маез15, 1906 г.). 
Переиздано Госиздатом. //Грим. ред. 


вв Еикна, ХИ, 2. 


81 Именно полученный указанным образом вписанный 
правильный многоугольник. 


88 Что это возможно, вытекает из предложения Х, Г, Ев- 
1 
клида на основании того, что ОР `> 5 ОГАМ. 


8 По поводу предложения в скобках (так как... окруж- 
ности) Гейберг (Сочинения Архимеда, т, 1, стр. 263) спра- 
ведливо замечает: „Н!с 10осиз шие соггирфиз её сопзиз$ фгапз- 
сирот ЧИио, аи! еиш ад ай розиат ргор. 2. @# 3 
ренти{ау!: педие епии АтсШтедез Вапс ргорозопеш аще 
ргор, 3, аио пИЙиг, розий{". 


9% Действительно 
ЕВ: ВС-=9:1—306:153 и ЕС:СВ=\З:1. 


Архимед должен был, следовательно, определить два числа, 
квадраты которых относятся приблизительно, как 3:1. Чис- 
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ла же 2652 —70225 и 3.1532 =3.23 409 —=70 227, действи- 
тельно, отличаются только на две единицы. Таким образом 


265 
отношение ДС : СВ весьма незначительно отличается от 153* 


ВЕР-- ЕС 306 -|- 265 _ 571 


94 Ри — . 
Действительно, ВС 153 153 Таким 


образом Архимед сначала приходит к результату, что радиус 
находится к половине стороны правильного описанного 
12-угольника в отношении большем, чем 571: 153. 


93 Действительно, 
ЕБ?: 0С* > (571?-| 153?) : 1582, т. е. > 349 450 : 23 409. 
о о 
А потому ЕД?: ОС? >(5911} : 1532, так, как (501) — 


49 
= 349 428 64. 


33 Таким образом отношение радиуса к половине сторо- 
ны описанного правильного 24-угольника больше, чем 


1 
1162 5. : 153. 


Пользуясь этапами, точно соответствующими тем, которые 
ведут от б-угольника к 12-угольнику, мы переходим от 


* Заметим, что т представляет 9-ю подходящую дробь 
разложения 
— 1 

Из 

1 
1 
1 
2-—- — 

1+ : 


2--... Прим. ред; 
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этого последнего к 24-угольнику посредством следующих 
пропущенных Архимедом вычислений: 


РЕ: ЕС =рН:НС, 


поэтому 
(РЕЗ ЕС): ВС = ЕС: СН, 
так что 
ЕС: СН> (591 = + 571):153, 
т. е. 


ЕС:СН> 1162 5 :153. 
Отсюда, далее, выводится, что 
НЕ? : НС>> 1313 943 54 : 23 409, 
‚а следовательно, 
НЕ : НС> 1172 5. : 153, 
так как 


(1172 т)‘ = 1378 877 1. 


$ Таким образом найден нижний предел отношения ра- 
диуса к половине стороны описанного 48-угольника. Проме- 
жуточные вычисления следующие: 


НЕ : ЕС = НК : КС, 


‚откуда 

(НЕ : ЕС) : НС==ЕС : СК, 
ли 

. 1 1.15. 

ЕС: СК> (1172 11162 1):153, 
т. е. 
ЕС + СК > 2334 т: 153. 

„Далее, 


ЕК*СК* > 5472 132 16 : 23409, 


15 О квадратуре круга 


226 Примечания’ 


следовательно, 
ЕК : СК > 2339 4153, 
так как 


(2339 1} —=5472 090 9. 


35 Действительно, 
КЕ : ЕС = КЁ:ЕЁС, 
откуда 
(КЕ ЕС): КС = ЕС: ГС, 


и, следовательно, 


ЕС: [С > (2339 1+ 2334 1) : 153, 


ЕС: ЕС > 4673- : 153. 
96 Действительно, 
АС:ВС-=2:1 =1560:780 и АС: ВС =УЗ3:1, 
так как ВС — сторона вписанного б-угольника. Кроме того, 
1351? =1 825 201, 
лишь на одну единицу больше, чем 
3.780? —=3.608 400 = 1 825 200, 


так что отношение АС: ВС лишь незначительно меньше, 
нежели отношение: 1351 : 780 *, 


97 Так как в треугольнике АВС угол А разделен прямою 
АЕ пополам, то 


АС: СЕ= АВ:ВЕ==(СА-+ АВ): (ВЕ-№ ЕС). 


* Заметим, что в есть 12-я подходящая дробь непре- 


рывной дроби, выражающей У 3. Прим. ред. 
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33 Мы имели 
АС: СВ =1560:780 и АВ: ВС < 1351 : 180, 
следовательно, 
(СА-- АВ): ВС < 2911:780, 


и поэтому также 
Ар: рС< 2911 : 780. 


Из неравенства 420?:ОС?< 8473 921 :608 400 вытекает 
тогда, что 
(402-- ОС): ОС? < 9082 321 :608 400, 


т. е. 
АС? : СР? < 9082 321 : 608 400 


н тем более 
АС: СО < 3013 3. : 180, 
так как 
(3013 3) =9 082 6892. 
Таким образом найден верхний предел отношения диаметра 
к стороне вписанного 12-угольника. 
9 Тем же точно путем, каким была получена пропорция 
(СА-+ АВ): ВС = Ар: ОС, 
получается, что 
(СА-- АБ): РС = АН: НС, 
откуда 


АН: НС< (30138. +29): 780, 


АН: НС < 5924 з- :780, или < 1823 :240. 
15* 
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Из неравенства АН: НС? < 3 323 329:57 600 вытекает 
тогда, что 
(АЕ -- НС»): НС? < 3 380 929: 57 600, 


ИЛИ 
АС: СН < 3380 999 : 57 600, 
а потому 
АС: СН < 183841 : 240, 
так как 


9 \? 37 
(1838 2) —3 381 252 151. 
Таким образом найден верхний предел отношения диаметра 
к стороне описанного 24-угольника. 


10 Слова в скобках вставлены для ясности предложения. 
1 Из равенства (СА -- АД): НС = АК: СК вытекает, что 


АК: КС< (1833 ©. + 1823) :240, 


или < 3661 Г. :24п, или < 1007 : 66. 


Из неравенства АК?:КС?< 1 014 049 :4356 получается 
тогда: 
(АК? КС»: КС? < 1018 405 : 4356, 
или 


АС:СК< 1009 = : 66, 
так кк 


2 
(1009 5) =1018 41736. 


СК есть сторона вписанного 48-угольника. 
102 Так как 
(СА-|- АК): КС = АЁ: ЕС, 
откуда получаем: 


АЕ: [С < 2016 5 :66. 
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Из неравенства А[?: [СХ 4064928 56 :4396 вытекает 
затем: 
(Е? -- ЕС?) : [С < 4069 984 : 4356, 
ИЛИ 
АС: СЕ 0 - : 66, 


так как 
° 9 
(20171) =4069297=%. 
СТ есть сторона вписанного 96-угольника. 


193 Отрезки СН и С. по недостатку места начерчены 
несколько уменьшенными. 


194 Заключение ссновано на том, что среднее арифметн- 
ческое НВ больше среднего геометрического. Прим. ред. 


395 Заключение основано на том, что арифметическое 
среднее отрезков ЕС и СН больше их геометрического 
среднего. Грим. ‘ред. 


406 Ср. с соответствующими теоремами Снеллия (Сус! 


ргор., 9) и Грегори (в указанном на 37 стр. сочинении) 
См. также „Элементы“ Лежандра, Ме Ш. 


197 Отрезки ©, Х, И, Т по недсстатку места начерчены 
укороченными. 


118 Хи У называются двумя средними пропорциональ- 
ными между С и Г, если они спределяются пропорциями 


+09 Ср. относительно Оронция Финея, стр. 49. 
140 Ср. стр. 35. 


111 Здесь, как и в следующих параграфах, Гюйгенс ссы- 
лается на свою статью „ТНеогетайа Че дца@таика пуретфо 
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1ез, е1Шрз15 её сшсиЙ ех 4аю ро!Нопишм р‘ауЦаН$ сепио“ 
(„Орега уаНа“, 1, стр. 309—338). Очевидное на основании 
симметрии предложение, что центр тяжести гиперболичес- 
кого, эллиптического или кругового сегмента всегда лежит 
на диаметре, составляет содержание теоремы ГУ (стр. 318). 


3 Выражение параметр вместо 1а{и$ гесиит было вве- 
дено Дезаргом (Оезагоиез) в 1639 г. 


3 Параметр в смысле Гюйгенса вдвое больше параметра 
в современном смысле, так что, если обозначить через Р 
параметр Гюйгенса, уравнение параболы будет иметь вид: 
у —Р.х =0. Прим. ред. 


1 См. т. Ц, стр. 212—216, издания Гейберга. Теорема 
Архимеда гласит, что центр тяжести параболического сег- 
мента делит диаметр так, что прилежащая к вершине часть 
в полтора раза больше части, прилежащей к основанию. 


415 Именно в теореме УП на стр. 118 названных „ТНео- 
тета{а...". Предложение, о котором идет речь, непосред- 
ственно выводится с помощью простых планиметрических 
соображений из известной формулы, по которой расстояние 
центра тяжести кругового сегмента от центра круга равно 


53 
[25 где $ означает основание, а $ — площадь сегмента. 


16 К/йее/, — Маетайзснез Уодцегфисн, Субащесйше, 
стр. 6-3—654. 


417 Лонгомонтан (настоящее имя — Христиан Северин) ро- 
дился в 1262 г. в Дании. Долголетний сотрудник Тихо-Браге, 
он приобрел большие знания в астрономии. Он умер в 1647 г. 
профессором математики и астрономии в Копенгагене, 


18 Число с 127 знаками, указываемое Ламбертом, дано 
впервые Ланьи. Как заметил Вега, на 113-м месте вместо 7 
должно стоять 8. 
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19 Должно быть „чем знаменатель больше“. Прим. ред. 


126 В оригинале параграфы, начиная отсюда, обозначены 
номером, на единицу меньшим, чем следует. 


1 Т. е. пропорцию. Грим. ред. 


263 


12° Численное определение 15 18аз содержит в ориги- 


нале и притом не только в тексте, но также в поправках, 
сообщенных в предисловии, некоторые ошибки, которые я 
исправил, сделав вместе с тем нссущественные изменения 
в тексте. Выводы от этого не меняются. 


178 Здесь имеется в виду Иоанн Христофор Штурм 
(опапип СЫ$юрн Зигт, родился в 1635 г.; был сначала па- 
стором в Дейнингене, потом профессором математики и 
физики в Альтдорфе, где и умер в 1703 г.). Он приобрел 
известность, главным образом, отличными еще и до сих пор, 
действительно достойными внимания учебниками по мате- 
матике и астрономии. Упомин-емое Ламбертом исследование 
находится в очень интересном компендиуме „он. СИг. 
З1игтИ Мае$1$ епибезма“ (МойтЪеграе 1689), где на стр. 
181, Ргор. ХИ (в первый раз в этой точной форме) вы- 
сказывается предложение: „Агеа сиси! е$% адиадгао Шатей 
\псоттепзига Из“ (площадь круга несоизмерима с квадратом 
диаметра). Прибавим, что Штурм был (что равным образом 
нас здесь интересует) также первым переводчиком Архи- 
меда на немецкий язык. В 1667 г. опубликовал он „Оез 
ипуего!е1сВИсВеп Агсьите41$ Запагесвпип?“ и в 1670г. „Оез 
ппуегое1сиИсНеп Агсытед5 Киоз®ФйсНег“. Оба перевода 
появились в Нюренберге. Во втором находится также из- 
мерение круга Архимеда. См. цитируемое в примечании 
38 (стр. 214) сочинение Доппельмайера (стр. 114—122). 


124 Т, е. с весьма большим знаменателем. /7рим. ред. 


125 См предыдущее примечание. Прим. ред. 
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126 Статья, на которую Ламберт ссылается здесь ив 
следующих параграфах, помещается в том же томе И 
(стр. 54—132) его „ВеуцАсе“, что и предлагаемая здесь 
статья. В ней идет речь о преобразовании дробей в непре- 
рывные дроби. 


127 См. примечание предыдущей страницы. Прим. ред. 


+78 Эта маленькая таблица построена по известному пра- 
вилу, по которому составляются числители (числа второго 
столбца) и знаменатели (числа третьего столбца) подходящих 
дробей непрерывной дроби. 


329 То же замечание, что и прежде. Прим. ред. 
110 Должно быть: „произведение или частное“. //рим. ред. 


131 Здесь, как и в дальнейшем, подразумеваются абсолют- 


ные значения, т. е. "| < 1. 

133 Эта теорема впервые была доказана Ламбертом в Бер- 
линских мемуарах в 1761 г. Что это предложение было 
доказано Ламбертом не в 1761 г., а в 1766 г. и притом 
впервые не в Берлинских мемуарах, а в „Веунареп“ ‚— об 
этом замечено уже на стр. 78. Ошибка произошла оттого 
что читанный академии доклад 1767 г. находится в томе 
мемуаров Берлинской академии наук за 1761 г. Этот том 
был напечатан лишь в 1768 г. и содержит вперемежку 
сгатьи 1749, 1758, 1760, 1763 и 1767 гг. 
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